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RESUME 

Cette note présente deux "théorèmes". On considère un problème de choix d'investis

sement en présence de rationnement de capital formulé à l'aide d'un modèle de 

programmation mathématique. Le premier résultat est relatif au cas où la fonction objectif 

à maximiser sous contraintes est une valeur actuelle à un taux d'actualisation initial donné. 

On démontre que la solution optimale et les taux d'actualisation endogènes sont 

indépendants, sous certaines hypothèses, du taux d'actualisation initial. En introduisant 

des hypothèses de financement, on montre ensuite l'équivalence entTe Je premier 

problème et celui de la maximisation de la valeur de l'entreprise à l'année horizon. Ces 

propriétés permettent de mieux apprécier la validité d'un critère de valeur actuelle, y 

compris lorsque l'on se limite à l'utilisation de méthodes simplifiées. 

ABSTRACF 

This note presents two theorems. An investment decision problem under capital rationing 

in formulated using a mathematical mode!. The first result relates to the case where in the 

objective function is to maximize present value computed at a given initial discount rate, 

subject to constraints. It is demonstrated that the optimal investment decision and the 

endogenous discount rates, under certain assumptions, are independent of the initial 

discount rate. When assumptions conceming financing are introduced, it is then shown 

that the initial constrained problem, and the problem of maximizing the value of the firm 

at a given horizon year, are equivalent. These properties make it possible to better 

appreciate the validity of a present-value criterion, including when the analysis is limited 

to the use of "simplified" methods. 
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INTRODUCTION 

Nous considérons un problème de choix d'investissement en présence de rationnement 

de capital. La première section sera consacrée à un rappel rapide des deux méthodes 

simplifiées couramment utilisées, aussi bien dans les entreprises que par l'administration. 

Nous en donnerons une interprétation très simple, mais qui permet de mieux 

appréhender leurs domaines de validité. Nous généraliserons ensuite le problème de 

rationnement posé en considérant des contraintes de budget sur plusieurs périodes. Au 

cours de la deuxième section, nous étudierons un problème de rationnement formulé 

comme un problème de programmation mathématique dont la fonction objeet'i.f est une 

valeur actuelle. Les résultats présentés seront relatifs au cas où toutes les contraintes sauf 

la dernière sont saturées. Enfin, nous ferons intervenir en troisième section des 

hypothèses de financement et traiterons de l'équivalence entre un problème de 

maximisation de la valeur de l'entreprise à l'horizon et un problème de maximisation 

d'une valeur actuelle sous contraintes. Les propriétés présentées permettront de mieux 

apprécier la validité d'un critère de valeur actuelle. 

!. LES METHODES SIMPLIFIEES 

Nous rappellerons rapidement le principe des méthodes simplifiées et ferons une 

rematque sur l'interprétation des taux d'actualisation associés. 

l. La première méthode (taux d'actualisation adapté) 

Elle est en général préconisée et utilisée lorsqu'un rationnement en capital s'irnpose à 

l'ensemble des projets d'une entreprise. Considérons donc une entreprise qui dispose d'un 

budget limité, et dont le taux d'actualisation initial est défini comme un coÎlt (direct) du 

capital. Nous supposons que l'ensemble des pmjets rentables à ce taux représente un 

montant d'investissement supérieur au budget disponible. 

La première méthode consiste à :relever la valeur du taux d'actualisation de façon que 

l'ensemble des projets rentables à ce nouveau taux puisse être financé avec les ressources 

en capital disponibles. Ce. taux correspond alors à un coût de rareté du capital. 
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2. La deuxième méthode 

Elle est parlais appelée méthode de l'enrichissement en capital. Elle est le plus souvent 

utilisée lorsqu'une division de l'entreprise dispose d'un budget limité. Elle consiste à 

poser le problème en cherchant à maximiser le revenu actualisé de l'ensemble des projets 

de la division en respectant la contrainte de rationnement en capital. 

avec 

où: 

(I) 

est le revenu actualisé du kième projet (au taux 

d'actualisation initial de l'entreprise) 

h le montant d'investissement de ce kième projet 

m le nombre de projets disponibles. 

Dans le cas particulier où les projets considérés sont tous indépendants les uns des autres 

et de taille fixée a priori, la méthode consiste à classer les projets par enrichissement 

relatif en capital décroissant (l'enrichissement relatif est égal au rapport du revenu 

actualisé au coût d'investissement). Les projets sont alors pris dans cet ordre les uns après 

les autres jusqu'à ce que la somme des coûts d'investissement correspondants atteigne le 

montant du capital disponible. 

Dans le cas général, il s'agit de détemliner le coefficient de Lagrange À. permettant de 

ramener le problème posé, maximisation d'une somme de revenus actualisés sous 

contrainte, à un problème d'optimisation sans contrainte. Le critère qui se substitue au 

revenu actualisé s'écrit alors, pour un projet d'indice k : 

Rk + h est la somme des flux de trésorerie postérieurs à l'année O actualisés. 1 + À. 

s'interprète comme un coOt fictif (ou coût d'opportunité) des fonds investis. 
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De façon concrète, et en dehors de l'utilisation de modèles de programmation 

mathématique, un moyen de procéder est de définir par approximations successives le 

coOt fictif 1 + ;>,., Les calculs de rentabilité sont effectués en remplaçant chaque franc 

investi par ce coût d'opportunité, c'est-à-dire en affectant à toute dépense d'investissement 

un coefficient multiplicateur ( 1 + À) supérieur à L Donner une valeur plus élevée à ce 

coOt fictif conduit à rejeter certains projets, à diminuer la taille d'autres, bref à retenir un 

budget d'investissement moins élevé. Il est donc possible de déterminer par itérations 

successives le coefficient J + ï.. tel que le montant total des investissements retenus soit 

compatible ave.: le budget initial B. 

Dans la pratique, les itérations se font souvent au cours du temps : si, au cours d'une 

année donnée, les projets qui paraissaient rentables ont été trop nombreux, à situation 

semblable l'année suivante, on relève la valeur du coût fictif. 

C'est d'ailleurs ainsi, schématiquement, qu'opère le Commissariat du Plan français pour 

définir le coût d'opportunité des fonds publics. 

Remarquons que l'une et l'autre méthode consistent à affecter au capital un coût plus élevé 

que sont coût direct effectif, dans le premier cas en imposant une rémunération minimum 

plus élevée, dans le deuxième en majorant toute dépense d'investissement 

3. Domaines de validité 

Nous ne reviendrons pas sur la validité, non contestée, de la deuxième méthode de 

l'enrichissement relatif lorsqu'un budget limité est alloué à une division de l'entreprise. 

Considérons donc le cas d'un rationnement en capital affectant l'ensemble des 

investissements d'une entreprise. Une thèse classique conduit dans ce cas à considérer 

comme non justifiée l'utilisation de la deuxième méthode (enrichissement en capital). En 

effet, le taux d'actualisation utilisé (non modifié) n'a pas, en cas de rationnement, les 

"bonnes" propriétés qui permettent de dire que les coefficients d'actualisation sont des 

coefficients d'équivalence entre des sommes disponibles à des dates différentes. (Parmi 

ces "bonnes" propriétés figure la possibilité de mobiliser du capital supplémentaire, fot-ce 

de façon marginale, à un taux égal au taux d'actualisation). Le critère du revenu actualisé 

perd alors son assiette théorique. 
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Avec la première méthode, du taux d'actualisation modifié, ces propriétés sont vérifiées, 

au moins à la marge d'un programme d'investissement, le taux d'actualisation modifié 

assurant un équilibre entre les disponibilités en capital et les besoins nécessaires au 

financement des projets rentables à ce taux. A la marge, un franc de capital 

supplémentaire est valorisé à un taux égal à la rentabilité marginale des investissements, 

donc à un taux égal au taux d'actualisation. Ce raisonnement n'est cependant rigoureux 

que si l'on considère un modèle à deux périodes, ou si l'on peut supposer que l'évolution 

dans le temps des contraintes de rationnement en capital sera telle que le coilt de rareté du 

capital sera stable sur la période d'étude, de façon à justifier l'utilisation d'un taux 

d'actualisation lui-même stable au cours des années à venir. 

4. Interprétation de la deuxième méthode à l'aide d'un suite modifiée de taux 
d'actualisation 

Lorsque l'on veut prendre en compte l'évolution prévisible des contraintes de budget dans 

le temps, il est nécessaire de recourir à des modèles de programmation mathématique. 

C'est ce que nous ferons au cours de la section suivante. Mais l'analyse des taux 

d'actualisation obtenus dans le cadre d'une modélisation nous a pennis de donner un 

éclairage à la deuxième méthode simplifiée avec une interprétation très simple. Revenons 

donc à cette deuxième méthode. 

Nous considérons le cas particulier où la dépense d'investissement h d'un projet k est 

effectuée au cours d'une seule année, l'année O. 

Notons F n,k le flux de trésorerie à l'année n d'un projet k, et N la dernière année de la 

période d'étude. Le revenu actualisé, calculé avec un coût d'opportunité appliqué aux 

dépenses d'investissement s'écrit : 

Il revient au même de chercher à maximiser L Lk ou bien L Lk / (1 + Â.). 
k 



F 
~ 11.k 

f+T"' n=I (1 + À) (1 +i)" -
1
k 

Ce critère peut être interprété en utilisant une suite de taux d'actualisation 
l 2 ~N 

80, 81, ... , gN·I' avec: 

1 + 86 "' (1 + À) (1 + i) 

f! • 
8 1 ""1 n- pour n = 2, 3, ... , N 
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Il revient donc au même de rechercher la valeur de À qui permet à l'ensemble des projets 

retenus de rentrer dans l'enveloppe budgétaire ou bien de rechercher la valeur du taux 

d'actualisation 86 de l'année 1 par rapport à l'année O. La valeur du taux d'actualisation 

inchangée pour les années ultérieures correspond à une hypothèse d'absence de 

rationnement du capital. 

Les deux méthodes étudiées peuvent alors donner lieu à une interprétation semblable ; il 
s'agit dans les deux cas d'utiliser une suite de taux d'actualisation telle que 

l'ensemble des projets dont le revenu actualisé est positif puisse être financé au 

moyen du budget disponible. Avec la deuxième méthode (enrichissement relatif), seul 

le taux d'actualisation de l'année 1 par rapport à l'année O est modifié. Avec la première 

(taux d'actualisation adapté), tous les taux d'actualisation sont modifiés et égaux entre eux. 

Cette interprétation, bien que très banale, permet de mieux appréhender les conditions de 

validité de la deuxième méthode. 

D'un point de vue théorique, s'il existe une seule contrainte de budget à l'année 0, la 

méthode est parfaitement justifiée. 

Dans la pratique, elle peut donc être préférée à la première lorsque l'on prévoit un 

rationnement en capital passager. 
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II. MAXIMISATION D'UNE VALEUR ACTUELLE PAR PROGRAM· 
MATION MATHEMATIQUE 

1. F'ormulation 

De nombreuses recherches ont été menées, principalement à partir des années 1960, pour 

étudier les problèmes de choix d'investissement en présence de rationnement de capital à 
l'aide de modèles de programmation mathématique, de façon à prendre en compte des 

contraintes de budgets sur plusieurs périodes. 

Un des premiers modèles de choix d'investissement en présence de rationnement de 

capital, et auquel il est souvent fait référence est celui de Lorie et Savage [14]. Il a été 

reformulé en utilisant une présentation sous forme de programme linéaire par 

Weinganner (3]. 

Une première variante est relative au cas où le budget disponible pour les investissements 

est limité, et ceci indépendamment des encaissements réalisés. Cette variante peut être 

adaptée pour prendre en compte l'hypothèse d'un rationnement imposé à une division de 

l'entreprise. Nous nous intéresserons ici seulement à une deuxième variante, en 

considérant un problème de rationnement qui se pose pour l'ensemble d'une entreprise. 

On suppose alors que le montant de capital disponible chaque année n pour les 

investissements est la somme d'une disponibilité préétablie B n et du revenu des 

investissements réalisés au cours des années antérieures. Les disponibilités B n 

correspondent aux différentes ressources qui peuvent être dégagées indépendamment des 

projets étudiés (autofinancement correspondant aux investissements antérieurs à la 

période d'étude et disponible après remboursement d'emprunts et versements de 

dividendes, emprunts, augmentations éventuelles de capital). 

Le problème s'écrit : 

F m N n,k 
Max L L (l . )n 

k=ln=O + 1 

sous les contraintes : (II) 
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m 
-L F 11,k '5, B 

k"'l 
II 

avec: 

m : nombre de projets étudiés, 

F n ,k : flux de trésorerie à l'année n d'un projet d'indice k, 

I 11,k : montant d'investissement dépensé à l'année n pour réaliser un projet k .. 

Remarquons que, contrairement à ce qui a été fait en section précédente, nous ne 

distinguons pas les flux de trésorerie correspondant aux dépenses d'investissement et les 

flux de trésorerie des années d'exploitation. Ainsi, au cours d'une année d'investissement 

n précédant l'exploîtation d'un projet k 

F n,k "' - 111,k 

La formulation ainsi retenue permet de prendre en compte des dépenses 

d'investissements réparties sur plusieurs années. 

Les premiers modèles étudiés étaient des modèles de programmation linéaire. Les projets 

étaient supposés indépendants et divisibles, les flux de trésorerie associés à un projet étant 

propmtionnels à la fraction réalisée du projet. 

Ces modèles ont été généralisés pour prendre en compte des non-linéarités, des choix 

binaires, des incompatibilités entre projets, des relations d'interdépendance ... Ceci conduit 

à l'écriture d'un certain nombre de contraintes complément.aires qui ne seront pas 

expli<..itées ici. La formulation peut nécessiter l'introdnction de variables entières (choix en 

tout ou rien). Un exemple est donné par Je modèle CAPRI de la SEMA [6] qui est un 

modèle de programmationlinéaire en variables mixtes. 

Nous nous intéresserons ici seulement aux contraintes de budget. Les flux Fn,k peuvent 

être fonctions non seulement de la taille du projet k réalisé mais également de la 

réalisation et de la taille des autres projets. 

Le problème que pose cette formulation est celui de la pertinence d'un critère de valeur 

actualisée. Ainsi que nous l'avons indiqué au paragraphe I.3, le taux d'actualisation n'a pas 

en présence de rationnement de capital les "bonnes" propriétés qui justifient la technique 
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de l'actualisation. L'objet de cette section est de montrer, sous certaines hypothèses, que la 

validité de cette formulation est cependant assurée. 

2. Utilisation des variables duales et décentralisation des décisions 

A. Multiplicateurs de Lauange et coût d'<ipportunité du capital 

Supposons le problème global résolu par une méthode de programmation mathématique, 

qu'il s'agisse de programmation linéaire, non linéaire, ou de théorie du contrôle. On 

dispose alors des variables duales Àn associées à chacune des contraintes de budget. Il 

s'agit des valeurs des multiplicateurs de Lagrange qui permettent de remplacer le 

problème initial par un problème formulé sans contraintes de budget 1. 

Le Lagrangien s'écrit : 

Pour une décentralisation des décisions, le rationnement en capital peut être pris en 

compte par l'utilisation d'un coût d'opportunité égal à : 

Il s'agit d'un coefficient multiplicateur qui devra être appliqué à chaque flux de trésorerie 

(positif ou négatif) d'une année n. 

B. Coût de rareté et taux d'actualisation endo1,;ènes 

Une autre interprétation, équivalente, peut être utilisée. Elle consiste à définir une suite de 

coefficients ou de taux d'actualisation qui correspondent à des coûts de rareté prenant en 

En fait, il n'y a a pas équivalence stricte entre le problème initial (avec contraintes) et le 
problème obtenu par relaxation et utilisation des coefficients de La1,,range lorsque ces problèmes 
sont formulés à l'aide de la programmation linéaire. Des réserves doivent également être faites 
lorsque l'on utilise les multiplicateurs de Lagrange généralisés et les théorèmes d'Everett [8], [11], 
Lors de l'étude de problèmes réels, les contraintes sont rarement rigides et l'équivalence stricte n'est 
pas indispensable. 
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compte le rationnement en capital. Ces taux d'actualisation peuvent être qualifiés 

d"'endogènes". 

Le coefficient d'actualisation (endogènes) d'une année p par rapport à une année n peut 

être défini comme égal au rapport de la valorisation marginale d'un capital disponible à 

l'année p à la valorisation marginale d'un capital disponible à l'année n . Or, les variables 

duales An mesurent l'accroissement de la fonction économique que pennettrait la 

disponibilité d'un franc supplémentaire à l'année n. La valorisation marginale d'un capital 

disponible à l'année n est donc : 

1 
Zn = (l + j )n + An 

n En notant cp le coefficient d'actualisation endogène de l'année n par rapport à l'année p : 

1 ---+11. 
(1 + i)n n 

1 +Xo 

n+I En notant 8n le taux d'actualisation endogène de l'année n+ 1 par rapport à l'année n il 

vient: 

1 1 
Co"' 1 

1 + 80 

1 
(1 + i )n+l + 11.,.+1 

1 
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On vérifie immédiatement qu'il est bien équivalent de maximiser le Lagrangien ./\ défini 

ci-dessus ou un revenu actualisé calculé avec la suite des taux d'actualisation g\s(l;O) , 

gi ... , g~_1. Celle-ci permet de "lever" les contraintes de rationnement 2. 

Remarquons au passage que lorsque deux contraintes de rationnement successives, 

relatives respectivement à une année n et une année n+ 1, ne sont pas saturées, le 

coefficient d'actualisation endogène est égal à : 

Le taux d'actualisation endogène g;+l est alors égal au taux d'actualisation initial. 

Notons enfin que les taux d'actualisation endogènes ont bien les "bonnes" propriétés que 

l'on attend d'un taux d'actualisation. 

En effet, un projet marginal (le dernier projet retenu) est un projet dont le Lagrangien Lk 
est nul : 

Un projet marginal, ou bien le dernier franc investi dans une gamme continue 

d'investissement, ont donc un revenu actualisé nul lorsque ce revenu est calculé avec les 

taux d'actualisation endogènes. Le transfen de sommes disponibles d'une année à une 

autre peut donc se faire en acceptant ou rejetant des projets marginaux. Tout se passe 

donc comme s'il était possible d'effectuer (pour Je département technique) des placements 

ou des prêts à un taux égal au taux d'actualisation. 

3. Invariance de la solution optimale par rapport au taux i. Théorème 1. 

Considérons le cas où les contraintes de rationnement en capital sont toutes 

saturées, sauf celle de la dernière année N, au cours de laquelle on peut supposer qu'il n'y 

a pas d'investissement. La solution optimale (le choix et la taille des projets) est alors 

2 à la marge du programme optimal et sous les réserves de la note infra-paginale 1. 
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indépendante de la valeur du taux d'actualisation i choisie initialement. De plus, la 

suite des taux d'actualisatio11 endogè11es est i11dépe11dante de la valeur dei. 

La justification de cette proposition est la suivante. Considérons le problème de 

rationnement en capital (II) : 

avec 

m N F,.,k 
Max!; :r-~ 

k=In=O (1 + i )" 

pour n ""0, l, 2, ... , N-I 

Considérons dans un premier temps seulement des projets qui constituent des gammes 

continues d'investissement indépendantes les unes des autres. Nous supposons que les 

flux de trésorerie F n,k sont des fonctions continues et dérivables F n,k(Xk) de la taille Xk 

des projets. 

Remarque : Cette formulation recouvre celle faisant appel à la programmation linéaire 

utilisée pour le modèle de Lorie et Savage ; pour introduire une taille de projet bornée, il 

suffit en effet de définir des fonctions F n,k(Xk) telles que, au voisinage de la borne, le coût 

d'investissement croisse très rapidement, ou bien telles que les revenus chutent 

brutalement. 

Remplaçons dans la fonction objectif le critère de revenu actualisé par un critère 

équivalent de revenu capitalisé à la dernière année N de la période d'étude. Nous 

supposons de plus les contraintes de budget des N -1 premières années saturées. Le 

problème s'écrit alors : 

avec: 
m 

• î.,F k (xk) =B 
k=I n, n 

n "'0, 1, 2, ... , N-1 (1) 
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Le Lagrangien s'écrit : 

(2) 

En dérivant par rapport à la taille Xk du projet k, il vient : 

dF dF N-1[ J n,k N,k r ( 1 + i )N-n + Â.n + 
n"O dxk dxk 

"'0 (3) 

L'optimum est donné par le système (1) et (3) de m + N équations à m + N inconnues 

XJ,X2, ... Xm, ÂQ, Â.J, ... , Â.N-1, 

Posons 1tn = (1 + i) N-m + Â.n, et remplaçons dans (3) : 

dF dF N-1 n,k N,k 
rn ·--+~-,,,o n 

,.,,J dxk dxk 
(4) 

Le système des équations (1) et (3) est équivalent au système des équations (1) et (4). 
• • * 

Dans l'écriture de ce dernier. le taux i n'apparaît pas. La solution optimale x1, x2, ... , xm, 

,. • * 
1to,1t 1, ... , nN.J est donc indépendante dei. La taille des projets est indépendante dei. 

Compte tenu de l'interprétation économique des multiplicateurs de La1,,>range et de façon 

semblable à ce qui a été fait au paragraphe précédent, la valorisation marginale d'un franc 

disponible à l'année n, en valeur capitalisée à l'année N est égale à n,.. Par conséquent, 

n,. représente l'inverse du coefficient d'actualisation endogène c~ de l'année N par rapport 

à l'année n. La valeur à l'optimum des coefficients d'actualisation endogènes (et donc des 

taux d'actualisation) est indépendante de i : 

n+l c,, ~--· 
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Remarque 1 : L'interprétation des équations (3) est alors immédiate. Elles expriment le 

fait que le revenu actualisé (aux taux endogènes) du dernier franc investi dans un projet k 
est nul. Ceci correspond bien à l'optimum du dimensionnement d'un projet lorsqu'il n'y a 

pas de rationnement de capital. Ici il y a rationnement de capital, mais les taux 

d'actualisation (endogènes) sont définis de façon que les limitations initiales ne soient pas 

contraignantes. 

Remarque 2: Certains auteurs [19] ont proposé pour déterminer les taux d'actualisation 

endogènes une procédure itérative. Nous venons de voir qu'en fait ils découlent 

immédiatement de l'analyse des variables duales. 

De façon pl us générale, on peut avoir à considérer des projets discrets, des projets 

interdépendants, etc. Les hypothèses de continuité et dérivabilité peuvent ne pas être 

satisfaites. Il est alors possible d'utiliser des multiplicateurs de Lagrange généralisés 

d'Everett [16]. L'écriture du Lagrangien reste dans le cas général celle de l'équation (2). Il 

apparaît clairement que le taux d'actualisation n'intervient que dans des termes : 

La recherche des coefficients À-n permettant de lever les contraintes3 se ramène donc à la 

recherche des coefficients 'ltn, dont la valeur à l'optimum sera indépendante dei si les 

N-1 contraintes de budget sont saturées. La propriété reste donc vraie dans le cas général. 

4. Discussion, validité de l'approche 

Lorsqu'il y a rationnement en capital, les coefficients d'actualisation, calculés au coût -

initial- du capital, ne constituent plus des coefficients d'équivalences entre sommes 

d'argent disponibles à des dates différentes. En effet cette équivalence repose sur la 

possibilité, pour le département technique, d'emprunter (au département financier) à un 

taux égal au coût du capital. Cette hypothèse n'est plus vérifiée, même marginalement, 

lorsque les budgets sont limités. Pour de nombreux auteurs dont [7), [3], ceci conduit à 

remettre en cause l'utilisation d'un critère de revenu actualisé lorsque le rationnement 

s'impose à l'ensemble des projets de l'entreprise. 

3 Toujours à la marge du programme optimal et sous les réserves de la note infra"paginale 1. 
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Remarque : Pour d'autres auteurs, Je coût du capital, qui inclut le coût du capital propre, 

tient compte des préférences intertemporelles des actionnaires. Les possibilités 

d'allocation de leur consommation à différentes périodes sont données aux actionnaires 

par le marché des actions des entreprises de même classe de risque que l'entreprise 

considérée. Ils peuvent moduler leurs placements sur ce marché. Le seul taux 

d'actualisation valable est donc celui qui est calculé par référence au rendement du capital 

sur ce marché. Si les propriétaires de l'entreprise lui allouent des budgets limités (en 

dividendes) qui ne permettent pas de réaliser tous les projets rentables au coût du capital, 

cela ne doit pas remettre en cause la valeur du taux d'actualisation, mais doit conduire 

l'entreprise à rechercher un optimum sous contraintes. 

En fait, la question de la peninence du taux d'actualisation initial, défini comme un coût 

du capital, ne nous paraît pas constituer un problème réel. En effet, nous avons vu 

comment définir une suite de taux d'actualisation endogènes associés à un problème de 

maximisation de revenu actualisé sous contraintes. Les coefficients d'actualisation 

correspondants constituent bien, comme nous l'avons vu, des coefficients d'équivalence 

de sommes disponibles à des dates différentes, tout au moins lorsque l'on considère des 

variations marginales de disponibilités en capital. Et nous avons vu qu'il était équivalent 

de résoudre le problème initial, maximisation d'une valeur actuelle sous contrainte, ou 

bien d'effectuer les calculs sans contraintes avec les taux d'actualisation endogènes. 

Les deux problèmes sont équivalents : si l'on admet la pertinence de l'un, la validité de 

l'autre en découle. 

Remarque : Les taux d'actualisation endogènes permenent une décenltalisation des décisions. Ils 

assurent une cohérence interne aux décisions d'investissement de l'entreprise. Mais si l'on fait 

référence aux choix intertemporels d'un entrepreneur, les taux d'actualisation endogènes ne sont pas 

nécessairement égaux aux taux que l'on obtiendrait à panir des taux d'actualisation psychologiques 

de l'entrepreneur. En effet, limiter le budget des investissemeni~ c'est fixer a priori des choix sur les 

sommes allouées à la consommation de l'entrepreneur aux différentes périodes. 

Sur un modèle à deux périodes tels que ceux utilisés par Hirshleiffer (12]. cela signifie que le taux 

d'actualisation psychologique est différent du taux de rentabilité marginale. Mais c'est ce dernier 

qui constitue le taux d'actualisation à retenir pour une décentralisation des décisions (cf. également 

[16] par exemple). 
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III. PROGRAMMES D'INVESTISSEMENT ET PLANS DE FINANCEMENT 

Comme indiqué à la section précédente. la validité d'un i:.Titère de revenu actualisé calculé 

à un taux d'actualisation égal au coût du capital a été mise en cause par un certain nombre 

d'auteurs. Par ailleurs, une limitation de J'approche développée à la section précédente 

vient du fait que les budgets sont fixés a priori. La définition de ces budgets et le plan de 

financement peuvent ne pas être indépendants du choix des projets. 

Différents auteurs ont alors proposé de construire des modèles permettant d'étudier 

simultanément les décisions d'investissement et les décisions de financement. Parmi 

ceux~ci figure le modèle CAPRJ de la SEMA [6]. Nous reprendrons ici la formulation de 
Weingartner [3]. 

A. Le modèle de Weinooner, Présentation 

Weingartner utilise des modèles de programmation linéaire, éventuellement en variables 

mixtes. Compte tenu des réserves émises sur la validité du taux d'actualisation défini 

comme un coût du capital, et puisque le financement constitue une inconnue, il préconise, 

comme les auteurs de CAPRI, d'utiliser comme critère la valeur de l'entreprise à l'année 

horizon (dernière année de la période d'étude). Différentes versions sont définies, en 

particulier suivant que l'on considère ou non plusieurs taux d'emprunt. Des taux 

croissants permettent en effet, selon l'auteur, de tenir compte d'un coût du risque qui 

s'accroît lorsque l'endettement s'accroît. Lorsqu'il y a ainsi plusieurs types d'emprunt et 

lorsque les projets sont indépendants et divisibles, le modèle s'écrit : 

avec: 
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t F 11 kxk - (1 + v) M "l + M + f. (1 + eh) E _1 h - f. E h::;; A 
k=I ' n n hzl n ' h•d n, n 

(n= 1,2,3, ... N-1) 

Notations; 

Fk 

An 

n=O, 1,2, ... ,N-1 

h=l,2, ... ,q 

k = 1, 2, ... , m 

fraction de projet k réalisé (k "' 1, 2, ... , m ) ; 

flux de trésorerie à l'année n du projet k ; 

valeur actuelle à l'année N des flux de trésorerie du projet k postérieurs 
à l'année N (y compris année N) ; 

autofinancement disponible à l'année n et résultant des activités de 

l'entreprise préexistantes et indépendantes de la réalisation des projets 

étudiés (constante); 

liquidités disponibles à l'année n pour des placements financiers ; 

taux d'intérêt appliqué au placement des liquidités Mn; 

endettement à l'année n portant intérêt au taux Ch; 

taux d'intérêt de l'emprunt d'indice h (h"" 1, 2, ... , q); 

limite imposée à l'année n à l'endettement d'indice h portant intérêt au 

taux Ch, 

L'année horizon N est choisie de telle sorte que ce choix ait peu d'effets sur les décisions 

d'investissement à prendre au cours des années proches. L'utilisation dans la fonction 

économique de la valeur actualisée des flux postérieurs à l'année N peut être justifiée par 

le fait que le rationnement en capital devrait s'atténuer à long terme. 

Un certain nombre de résultats théoriques ont été fournis par l'auteur. Nous en 

rappelerons deux. 
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Marché parfait du capital 

Supposons que le taux d'intérêt soit unique et s'applique aussi bien aux placements qu'aux 

emprunts. Supposons de plus que l'accès à l'emprunt ne soit pas limité. Alors l'analyse 

du problème dual montre que les taux d'actualisation endogènes de chaque année sont 

égaux au taux de l'emprunt. 

Cas général 

Revenons au problème faisant intervenir plusieurs taux d'emprunt formulés ci-dessus. 

Supposons les emprunts classés par taux d'intérêt croissants. A l'optimum, le taux 

d'actualisation endogène d'une année est égal au taux d'intérêt du dernier emprunt utilisé 

lorsque le montant emprunté n'atteint pas la limite fixée pour l'année considérée. 

B. Maximisation du revenu actualisé et maximisation de la va!eur à l'horizon 

En fait, un projet de financement peut faire l'objet de la même formulation qu'un projet 

d'investissement. Le problème de Weingartner formulé ci~dessus peut donc s'écrire : 

avec: 

où F n.k représente maintenant le flux de trésorerie associé à un projet quelconque, qu'il 

s'agisse d'un projet d'investissement, d'un projet de financement (empnmt) ou de 

placement financier. Dans le cas d'un emprunt ou d'un placement financier, Fk 

correspond à une dette à rembourser ou à un solde à encaisser, produit d'un placement. 
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Lorsque le placement de la trésorerie à court terme est possible, il est clair que l'ensemble 

des contraintes sera saturé pour chacune des années 1 à N -1. 

Supposons de même que les N -1 premières contraintes seront saturées si l'on cherche à 
maximiser Je revenu actualisé (des fonds propres). 

Théorème 2. Le problème de maximisation de la valeur à l'horizon est alors 

équivalent au problème de maximisation du revenu actualisé. 

En effet, il est équivalent de maximiser la valeur à l'horizon ou bien, quel que soit le taux 

d'actualisation a des actionnaires : 

l\xk 

t -1:-A_n 
(1 +a'/' n~l (1 +a)" 

puisque le deuxième terme de cette expression est une constante. Mais si toutes les 

contraintes sont saturées, ceci s'écrit encore : 

(1 + a )n 

Nous retrouvons le résultat énoncé et démontré à la section précédente : la valeur à 

l'horizon étant indépendante des taux d'actualisation des années antérieures, la solution 

optimale est également indépendante de la valeur des taux d'actualisation des années 1 à N 

Comme à la section précédente, une fois résolu le problème global dans ses grandes 

lignes, une décentralisation des décisions peut être effectuée. Il suffit d'utiliser les taux 

d'actualisation endogènes calculés comme précédemment. 
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Ils permettent non seulement l'étude des décisions d'investissement mais également celles 
de financement. 

Remarque : A l'optimum du problème de maximisation de la valeur à l'horizon, les N -1 

contraintes sont saturées si l'on suppose qu'il y a la possîbîlité d'effectuer des placements 

d'une année sur l'autre. Ceci n'implique pas que les contraintes seront saturées à 

l'optimum du problème de maximisation du revenu actualisé. Les deux problèmes sont 

équivalents seulement si l'on peut supposer que les contraintes seront saturées à 

l'optimum pour chacun des problèmes pris séparément. En particulier, ils peuvent être 

équivalents pour certaines valeurs du taux d'actualisation (faibles valeurs) et non pour 

d'autres (valeurs élevées). 

Conclusion 

Les raisonnement précédents permettent de concilier certains points de vue qui avaient pu 

paraître divergents dans la littérature. 

De nombreux modèles avaient été proposés avec pour objectif la maximisation de la 

valeur de l'entreprise à un horizon donné. Ils devaient en particulier pallier les 

inconvénients d'une première formulation correspondant à la maximisation d'une valeur 

actuelle sous contrainte et fournir à l'aide des variables duales la valeur des taux 

d'actualisation endogènes. Nous avons montré sous certaines hypothèses, d'une part que 

l'on peut déterminer des taux d'actualisation endogènes avec la première formulation, et 

d'autre part que les deux formulations sont équivalentes. Ceci permet de confirmer la 

validité des approches qui s'appuient sur la maximisation d'un revenu actualisé sous 
contraintes. 

Cette analyse est essentiellement théorique puisque les applications des modèles de 

programmation mathématique sont assez limitées dans la pratique. Le plus souvent en 

effet, les entreprises utilisent les méthodes simplifiées rappelées en première section. 

Remarquons toutefois que, dans l'ordre chronologique, c'est l'étude théorique présentée 

en section II et III qui nous a conduit à énoncer l'interprétation de la deuxième méthode 

simplifiée (de l'enrichissement relatif en capital), interprétation très simple a posteriori, 

mais qui a permis de préciser son domaine de validité. 
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