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Si certaines théories économiques ont pu désespérément étre en quéte d’une pratique, la
théorie des options s’est a I’inverse révélée doublement fructueuse. Développée au début des
années 70, elle a permis 1’évaluation d’actifs conditionnels (les options proprement dites)
négociés sur les marchés (financiers ou de matieres premieres). Mais son champ d’application
ne cesse de s’étendre et I’on découvre une nature optionnelle a un nombre croissant d’actifs.

Prenons I’exemple d’actifs physiques tels que des réserves pétrolieres non développées
(Paddock, Siegel et Smith, 1988). Développer ces réserves revient a exercer une option dont le
prix du sous-jacent serait la valeur des réserves développées, le prix d’exercice le cofit de
développement, I’échéance la date de restitution du gisement, ... En régle générale, un
investissement risqué revét une nature optionnelle s’il présente une irréversibilité (des cofits
induits), une flexibilité (dans la date de sa réalisation) et une incertitude (sur les recettes ou les
colits). Une part importante de la littérature économique traite de ce sujet dénommé Real
option analysis par les anglo-saxons.

Cet article est consacré a des actifs financiers dont la nature optionnelle peut sembler
paradoxale, a savoir les capitaux propres (actions) et la dette capitalisée (obligations). Son
ambition est de présenter au lecteur une syntheése de travaux réalisés sur le sujet tout en
soulignant les applications potentielles”

Dans une premiere partie, nous montrerons, sur un cas simplifié, qu’étre actionnaire d’une
firme endettée équivaut a détenir une option d’achat sur la valeur de I’entreprise, cette option
ayant le montant de remboursement de la dette comme prix d’exercice et son échéance comme
maturité.

Calculer la valeur de cette option équivaut a déterminer la valeur économique de la
responsabilité limitée de I’actionnaire en cas de défaillance de la société. Parallelement, les
créanciers seront décrits comme vendeurs d’une option de vente. Ainsi les actionnaires,
détenteurs d’une option, devraient étre favorables, contrairement aux créanciers, a un
accroissement du risque d’activité de la firme. L’approche optionnelle nous permettra de
retrouver 1’égalité entre valeur de marché de I’entreprise et somme de la dette et des capitaux
propres. Un calcul du taux d’intérét de cette dette sera rendu possible.

Dans une deuxieme partie, nous étudierons la cohérence sous certaines hypotheses de cette
approche avec celles du MEDAF et de Modigliani et Miller. Nous retrouverons que le cofit
moyen pondéré du capital est indépendant du ratio d’endettement. L’influence de divers
facteurs (maturité de la dette, taux d’intérét, volatilité des actifs de 1’entreprise, ...) sur le
risque systématique de la firme sera étudiée.

Les troisieme et quatrieme parties seront consacrées aux tentatives de résolution des difficultés
soulevées par I’implémentation pratique du modele. La complexité du financement d’une
entreprise, ainsi que 1’impossibilité d’une évaluation directe de certains parametres, rendent
non-opérationnel le modele simplifié précédemment développé. Deux types de démarches
seront présentées :

* . N . . N . .
Les auteurs tiennent a remercier Marc Chesney, professeur de finance & HEC, pour les remarques enrichissantes
dont il leur a fait part.



« I’emploi de modeles pour options composées permettant de mieux rendre compte de la
complexité du financement de la firme ; les concepts de dette prioritaire et de dette garantie
seront étudiés ;

« Tutilisation du modele de Black et Scholes avec une simplification des parametres
nécessaires (endogénisation de la volatilité, calcul d’une duration pour I’échéance de la
dette, ...).

En conclusion, nous mettrons I’accent sur les applications possibles de cette approche
optionnelle qui permet de calculer la volatilité des actifs et le colit du capital d’une entreprise
donnée.



I- ANALYSE EN TERMES OPTIONNELS DU FINANCEMENT DE L’ENTREPRISE

La nature optionnelle des actions et des obligations €émises par une firme a été pour la premiere
fois mise en évidence par Fischer Black et Myron Scholes en 1973 dans un article intitulé The
pricing of options and corporate liabilities. Divers auteurs ont repris et développé cette
analyse.

1) La responsabilité limitée de ’actionnaire

Nathalie Mourgues (1991, 1993) a procédé a une étude détaillée du sujet et le lecteur pourra,
pour plus d’information, se reporter a ses articles.

La théorie des options permet d’analyser sous l’angle contractuel la relation qui lie les
actionnaires aux créanciers. La création de la société par action a €rigé 1’entreprise en entité
juridique distincte et limité la responsabilit¢ de 1’entrepreneur au montant des capitaux
engagés. Aujourd’hui le principe de responsabilité limitée des actionnaires a I’égard des
créanciers est généralisé. Cette responsabilité limitée a une valeur économique qui peut étre
analysée par 1I’approche optionnelle.

2) Etude d’un cas de financement simplifié

Considérons une entreprise financée par une émission unique d’actions et d’obligations. Ces
obligations, dont la valeur boursiere représente la dette capitalisée, sont supposées ne payer
aucun intérét avant la date T de remboursement, date a laquelle intéréts composés et principal
sont versés. Il s’agit ainsi de zéro-coupons. Par ailleurs, aucun dividende n’est distribué avant
la date T.

a) Description en termes optionnels de la position de 1’actionnaire

Quelle peut étre la situation de 1’actionnaire a la date T d’échéance de la dette ?
Deux possibilités :

« La valeur de marché de I’entreprise (V) est supérieure au montant de remboursement de la
dette (D) ; I’actionnaire peut encaisser la différence entre ces deux valeurs (V,-D).

« La valeur de marché de I’entreprise est inférieure au montant de remboursement de la dette
; ’actionnaire renonce a ses droits, il y a défaillance de 1’entreprise vis-a-vis des créanciers.

N

Le profil de gain de I’actionnaire (max(0;V, —D)) est parfaitement analogue a celui du

détenteur d’une option d’achat sur la valeur de marché V de I’entreprise, avec comme prix
d’exercice le montant D du remboursement de la dette et comme maturité 1’échéance T de
cette dette. Cette échéance étant unique, 1’option est européenne (elle ne peut étre exercée
avant T).



La position de I’actionnaire peut €tre interprétée d’une autre maniere :

+ achat de I’actif a un prix égal au montant du remboursement de la dette actualisé au taux
sans risque (De™"") ;

+ financement de cet achat par un emprunt effectué au taux sans risque et remboursable
enT;

+ achat d’une option de vente sur la valeur de I’entreprise, exercable en T et dont le prix
d’exercice est le montant de remboursement de la dette.

La combinaison de ces trois opérations fournit un profil de gain identique a celui de
I’actionnaire. Cette deuxieme description, en termes optionnels, des capitaux propres, peut
sembler moins simple que la précédente (elle ne sera d’ailleurs plus utilisée par la suite).
Néanmoins, au lecteur peu familiarisé avec les options, elle paraitra plus cohérente avec la
description que nous allons faire de la position du créancier.

b) Description de la position du créancier et calcul du taux d’intérét

A D’échéance de la dette, le créancier, qui a investi dans les obligations émises par la firme,
obtiendra au mieux le montant de remboursement prévu. Il n’aura que la valeur de marché de
la firme si celle-ci est inférieure a ce montant (I’actionnaire abandonnant tout droit en cas de
défaillance de I’entreprise). Le créancier a donc un profil de gain égal a min(D;V).

La position du créancier peut étre décrite par la combinaison de deux opérations :

+ prét, au taux sans risque, du montant prévu de remboursement actualisé au taux sans risque
(De™™);

- vente d’une option de vente sur la valeur de ’entreprise, exercable en T et dont le prix
d’exercice est le montant de remboursement de la dette.

Si, a I’échéance, la valeur de 'actif est supérieure au prix d’exercice (montant prévu de
remboursement) alors 1’option de vente n’est pas exercée et le créancier est simplement
remboursé de son prét au taux sans risque (montant de ce remboursement : D).

Dans la situation inverse (V,<D), le créancier est remboursé de D mais subit par ailleurs une

perte V,.-D due a I’exercice de I’option de vente. Son gain total est V.-

Le créancier préte une certaine somme a I’entreprise. Supposons déja fixé le montant D du
remboursement a 1’échéance. Si le risque de défaillance n’existait pas, la somme prétée serait

de De™"". Du fait de ce risque de défaillance, le créancier est comme vendeur d’une option de

vente a ’actionnaire. La valeur P de cette option vient donc en réduction de la somme qui

aurait été prétée au taux sans risque. Le créancier va ainsi préter De " — Pen échange du

remboursement D. On peut en déduire le taux d’intérét de ce prét (qui sera supérieur a r).



¢) Remarques préliminaires

L’analyse descriptive effectuée permet trois remarques préliminaires :

1. Des options d’achat et de vente européennes, portant sur le méme sous-jacent et de mémes
échéance et prix d’exercice, sont liées par une relation (obtenue par arbitrage) appelée

“parité put/call”: V.= C— P +De™ "

avec : V prix du sous-jacent aujourd’hui
C valeur du call (option d’achat)
P valeur du put (option de vente)
D prix d’exercice des options

T date d’échéance des options

Cette relation, mise en évidence par Stoll en 1969, est bien connue des praticiens. Nous
pouvons la réinterpréter dans le contexte de notre étude :

V est la valeur de marché des actifs de la firme

C est la valeur boursiere des capitaux propres

— P+ De™™ est la valeur boursiere de la dette

Nous retrouvons ainsi I’égalité entre la valeur de marché de I’entreprise et la somme des
valeurs boursieres de la dette et des capitaux propres (Copeland et Weston, 1988).

2. Les actionnaires, détenteurs d’une option, sont avantagés par une augmentation de la
volatilité de la valeur de I’entreprise (un accroissement de 1’écart type du montant des cash
flows générés), ce qui peut sembler irréaliste quand la volatilité atteint des valeurs tres
élevées. Inversement, les créanciers, vendeurs d’une option, sont désavantagés par cette
augmentation. Les actionnaires et les créanciers ont donc des intéréts conflictuels : les
premiers sont a priori tentés (éventuellement a I’insu des seconds) d’orienter I’entreprise
vers des projets risqués. Une telle situation est susceptible d’induire des coflits d’agence
élevés.

3. Comparer une action a une option d’achat implique une augmentation de la valeur de cette
action en cas de hausse du taux d’intérét sans risque (rendement d’une obligation d’état). Il
semble que ce phénomene soit compatible avec ce qui peut €tre observé a un niveau agrégé
sur les marchés : lorsque les rendements obligataires sont élevés, les investisseurs tendent a
alléger leurs portefeuilles d’actions pour acquérir des obligations, ce qui induit une baisse
simultanée du prix des actions et des rendements obligataires (I'augmentation de la
demande en obligations entrainant une hausse du prix de ces dernieres).

d) Application de la formule de Black-Scholes
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Black et Scholes (1973) ont développé un modele d’évaluation d’option applicable dans le
contexte de I’exemple simplifié présenté jusqu’ici. S, valeur de marché des capitaux propres,
est ainsi donné par la formule suivante :

S =VN[d1]- De T N]d, |

- Les notations déja adoptées gardent la méme signification :

V est la valeur de marché (aujourd’hui) des actifs de I’entreprise, D la valeur nominale
(comptable) de la dette qui doit étre remboursée a I’échéance T, r le taux d’intérét sans risque;

- oy est I’écart type instantané de V, d; et d, sont des fonctions de (V,D,T,r,O'V) ;

- N [d1 ] est la valeur en d, de la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite.

Si, en T, la valeur V. de ’entreprise est plus €élevée que le remboursement prévu D, alors les

actionnaires décideront de payer D et leur gain sera V,-D. Si V était constant et 1’exercice de

I’option certain, alors la valeur de S serait tout simplement V — De™"" . L’incertitude sur la
valeur de V, nous oblige & utiliser la formule de Black-Scholes dans laquelle V et De™"" sont

pondérés par différentes valeurs de la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite.

P

On peut montrer que :

do, @ v o b~V ar”

Nous retrouvons avec les deux premicres dérivées que la valeur de I’action est une fonction
croissante du taux d’intérét sans risque et de I’écart type du rendement des actifs (avec ce que
cela peut impliquer en terme de conflit potentiel entre actionnaires et créanciers : une fois la
dette contractée, les actionnaires seront incités a investir dans des actifs accroissant le risque
global de I’entreprise ; ce phénomene est connu sous le nom de “probleme de substitution des
actifs” (Jensen et Meckling, 1976)).

Les trois autres dérivées débouchent sur des résultats intuitifs : la valeur de 1’action est une

fonction croissante de celle des actifs et de 1’échéance de la dette ; inversement, elle est une
fonction décroissante du montant prévu du remboursement de la dette.

11



L’étude d’un exemple permet de fournir une illustration de ces résultats :

Les quatre courbes (S,,S;,S.,S,, ) représentent 1’évolution de la valeur des capitaux propres
en fonction de celle des actifs de I’entreprise, ceci pour différentes valeurs de la volatilité

(avec 04 <0p <0 <0Op). La premiere bissectrice représente la valeur de V en fonction
d’elle-méme.

On peut observer que :

a)Sp< Sp< Sc<Sp.

b) Quand la volatilité devient élevée (o), S devient une fonction quasi-linéaire de V.

¢)Si oy = o0, § =V :lavaleur des capitaux propres tend vers celle de I’entreprise.

d)Pour de faibles valeurs de la volatilit¢ (o4 ), quand V devient suffisamment grand,

S - (V DT ) En effet, le remboursement de la dette devient alors presque certain.

Connaissant S en fonction de V,o,, D, T et r, il est possible de déterminer B (valeur de
marché de la dette) grace a la relation V =S+ B . On obtient :

B=V{l-N[d,]}+ De " N[d, ]
= VN[-d, ]+ De™" N|d, ]

La valeur de marché de la dette est ainsi une combinaison des sommes actuelles que les
créanciers peuvent obtenir en cas de paiement de la dette (De™"") ou en cas de défaillance (V).

12



De méme que précédemment, il s’avere intéressant de procéder a une simulation. Les valeurs
B,.,By,B.,B, ont ét€ calculées en utilisant quatre volatilités différentes, avec

o4 <0p <0¢ <op.Comme prévu, on observe que B, > B, > B. > B,,.

Examinons le cas d’une treés faible volatilité des actifs (o4 ). Si V est trés élevé, la dette sera

certainement remboursée et la valeur de B tend vers De " . Inversement, si V est trés bas, il y

aura tres probablement défaillance de I’entreprise et la valeur de la dette tend vers celle de la
firme.

13



II - COHERENCE DE L’APPROCHE OPTIONNELLE AVEC LES PROPOSITIONS DE
MODIGLIANI-MILLER ET AVEC LE MEDAF

En premiere partie, nous avons comparé les capitaux propres d’une entreprise endettée a une
option d’achat sur la valeur de marché de cette entreprise, ou, ce qui revient au méme, sur la
valeur des capitaux propres d’une entreprise identique mais non endettée. Cette comparaison
suppose implicitement une indépendance entre valeur de [D’entreprise et structure de
financement (en l'absence de fiscalité). Elle suppose donc vérifiée la premiere proposition de
Modigliani et Miller (1958) (indépendance du colit du capital et du ratio d’endettement). La
cohérence de I’approche optionnelle avec la deuxieme proposition de Modigliani et Miller
(colit des capitaux propres exprimé en fonction du levier d’endettement) et avec le modele
d’équilibre des actifs financiers (MEDAF) sera étudiée. Des résultats sur le risque
systématique (béta) d’une firme endettée seront dérivés. L’ensemble des travaux présentés ici
sont originellement dus a Hsia (1978, 1981). Ils ont été repris par divers auteurs (dont
Copeland et Weston, 1988). Soulignons que l'un des premiers auteurs a s'intéresser a la
cohérence entre évaluation de biens contingents et théoreme de Modigliani et Miller fut
Merton (1977). Celui-ci démontra que deux entreprises dont seule la structure financiere
différait (avec versement continu d'un coupon pour l'entreprise endettée et le versement d'un
dividende du méme montant pour I'entreprise non endettée) avaient, a tout instant, des valeurs
égales. L'indépendance entre valeur de l'entreprise et ratio d'endettement est ainsi prouvée
méme en présence d'un risque de faillite.

1 - Indépendance entre coiit du capital et ratio d’endettement

Comme le soulignent Copeland et Weston, l'utilisation d'une version en temps continu du
modele d'évaluation des actifs financiers (MEDAF) s'aveére nécessaire (nous allons en effet
utiliser des processus de diffusion qui requierent des transactions en temps continu).

Voici une version dérivée par Merton (1973) :
E(R)=r, +(E(r, )&, )8

E (R l.) : rendement instantané attendu pour l'actif 1

R taux de rendement (non stochastique) d'un actif sans risque

7

E (R M) : rendement instantané attendu du portefeuille de marché

cov(R,,R,,)

) = (sensibilité du rendement de l'actif 1 au risque systématique)
Var R,

14



Nous faisons maintenant I'hypotheése que la valeur de I'entreprise suit un processus de diffusion
de type brownien géométrique :

dV =uvdr + oy VdW

u est appelée dérive
o,  estappelée volatilité

dW est un incrément de Wiener

S, valeur des capitaux propres, est une fonction de V et de t
S=5V,t)

Plutot que d'utiliser directement le lemme d'Tto (outil de différenciation des processus de
diffusion) nous allons procéder de facon intuitive par analogie :

1l suffit d'écrire un développement en série de Taylor pour S :

2
dS:a—Sdt+a—SdV+L'a—S(dV)2+
o oV 2 9y2

Nous allons conserver les termes de premier ordre par rapport au temps. Or, (dV)2 = (uVvdt +

o, VdW)2 et dW est du méme ordre que (dt)l/z. Le seul terme du premier ordre de (dV)2 est
donc o,V dt.

Nous pouvons ainsi écrire :

as=3 g L 23
T oot 2 9V?

. as
o, Vidt + de

On a donc (Copeland et Weston, 1988) :

lim 48 _ 95 dv
s v s

dt—0

or 8 correspond au taux de rendement instantané des capitaux propres (que 1'on notera rg) et
S

dV au taux de rendement instantané des actifs de I’entreprise (que I'on notera ry).
\Y%

15



On a ainsi :

I = a_S X I,
advV S
En écrivant :
ﬁS = cov(x , Iy) ﬁvz cov (ry , Iy)
var (1) var (1)
(0] déduit B o5V B
n en deduit : = = -
ST v s

Si Cp est le colit des capitaux propres: C, = R, + (R u —R;, )BS (par application du MEDAF)

(Nous omettrons a partir de maintenant l’opérateur espérance E() afin d’alléger les notations)
En remplacgant fg :

as Vv

Cp= Rf"'(RM_Rf)W E By

De méme on peut écrire pour la dette capitalisée (en notant B sa valeur de marché) :

BV

ﬂdzo';VBﬁv

En appliquant une deuxieme fois le MEDAF et en notant Cq le cofit de la dette nous obtenons :

oB V

Cq = Rf +(RM_Rf)W E By

(cette relation est naturellement semblable a celle obtenue pour les capitaux propres).

Le colt moyen pondéré du capital de 1'entreprise (que I'on dénommera k) est ainsi :

B

k—£C+C
I 74 y

P

=y Uy BVSﬁV R G 8VBﬁV

16



TSR
= v ) R R =R )Gy tay) A

dS OB 0 (S+B) A%
Or S+B=V et =/t = —— = =—7 =1

En définitive :

ie. k= E(rv )

Le colit du capital de l'entreprise est ainsi indépendant de sa structure de financement et ne
dépend que de 3, (et donc du rendement attendu des actifs de ’entreprise). Ceci confirme la
cohérence du MEDAF avec la premiere proposition de Modigliani et Miller (en 1'absence de
fiscalité).

oS oB
Les différents auteurs cités remplacent, au cours des calculs,W et W par les valeurs

obtenues en partie a 1'aide du modele de Black-Scholes (respectivement N [dl] et 1-N [d ])

N oS
Si P N [d ] est directement obtenu par dérivation du modele, 3 est pris égal a 1——— v
(en utilisant la relation de parité call/put ou simplement B =V — §), ce qui rend applicables

les calculs précédents (sans que cela ne soit réellement dii a la théorie des options).

L’application du MEDAF aux cofits des capitaux propres et de la dette peut sembler moins
évidente. Elle sous-entend une cohérence des processus suivis par S et B avec les hypotheses
sous-jacentes a la version de MEDAF présentée, alors méme que S est simultanément supposé
étre une option sur la valeur de I’entreprise, celle-ci suivant un brownien géométrique
(hypothese nécessaire au modele de Black-Scholes). Aucun des auteurs cités n’étudie
explicitement cette cohérence.

2 - Coiit des capitaux propres et levier d’endettement

Nous avons :

c,=R+{®,-r B e k=R, +(R,-R )

17



C,—-R, k-R
On en déduit : (RM—Rf): =
A B

f

donc C, =R, +(k—Rf)&
By

E lncant asYV R N[d ]
n remplacant /3 par VS puis = par |

C, =R, +(I<—Rf)%N[dl]: R, +(k-R, 11+?}N[d1]

Le coflit des capitaux propres est une fonction croissante du levier d’endettement. Ce résultat
est cohérent avec la deuxieme proposition de Modigliani et Miller.

3 - Influence de divers facteurs sur le risque systématique d’une firme endettée

as Vv
Il a été précédemment démontré que (s = WS By

En appliquant le modele de Black-Scholes :

%: N[a, Jet s=vN[a,]- De7 T N]a, |

Il est ainsi possible d’exprimer f; en fonctionde V, o,,D, T,ret ,.

On peut montrer (Hsia, 1981) que :

PBs Bs 4 Ps P 9PBs
v <V Tp Vo <0 G e

0

La sensibilité du rendement de I’action au risque systématique diminue lorsque :

- la valeur de I’entreprise augmente

- le montant prévu de remboursement de la dette diminue

- I’échéance de ce remboursement s’éloigne

- la variance de la valeur de I’actif augmente (ceci résulte de la nature optionnelle des
capitaux propres)
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III - L’ACTIONNAIRE DETENTEUR D’UNE OPTION COMPOSEE

1 - L’action vue comme une option composée

Appliquer le modele de Black-Scholes a 1’évaluation de capitaux propres revient a supposer
que I’endettement de 1’entreprise se réduit a une dette “zéro-coupon”, ce qui n’est pas réaliste.
Les firmes émettent des obligations a coupons multiples et contractent des dettes de différentes
échéances. Comme nous allons le voir, posséder les capitaux propres d’une firme endettée
équivaut alors a détenir une option composée sur la valeur de I’entreprise.

On fait tout d’abord I’hypotheése d’un endettement remboursé en deux échéances, t* et T,
auxquelles I’entreprise doit respectivement payer les sommes x* et D.

A la premiére échéance t*, les actionnaires ont une option d’achat qu’ils peuvent exercer en
payant aux créanciers la somme x*. Toutefois, exercer cette option ne les rend pas
propriétaires de I’entreprise car a I’échéance T un choix similaire s’impose a nouveau : ils
peuvent exercer une deuxieéme option en payant la somme D aux créanciers. S’ils exercent
cette deuxieme option, ils deviennent propriétaires de 1’entreprise. Cette deuxieme option
sera donc exercée si V>D. Ils ne pourront néanmoins prendre cette décision que s’ils ont
exercé la premiere option au temps t*. Cette premiere option ne sera elle-méme exercée que si,
au temps t*, la valeur S* de la deuxieme option est supérieure au prix d’exercice x*. La
richesse en t* des actionnaires est ainsi max(S*-x*,0), S* étant donné par la formule de Black-
Scholes.

Les actionnaires sont détenteurs d’une option composée, c'est-a-dire d’une option d’achat
écrite sur une autre option d’achat ; cette derniere étant écrite sur la valeur V de I’entreprise.

Geske, en supposant comme Black et Scholes que V était un brownien géométrique, a dérivé

une formule évaluant une option composée. La valeur S de I’action vue comme une option
composée est alors :

S=VN,|n+0,7t*k +o,JT; 1]T]
- De" N, | kst T |
- x* e N[h}

o N,[] est la fonction de répartition de la loi normale bivariée, t*/ T le coefficient de

corrélation, A et k sont des fonctions de (V X*,D,r, oy ,t*,T).

L’interprétation intuitive de cette formule est similaire a celle que nous avons donnée pour la
formule de Black-Scholes : si I’exercice des deux options était certain, la valeur des capitaux

. - 11 N . . .
propres serait S=V — De T _ x# ™" | Clest-a-dire la valeur des actifs moins les valeurs
actualisées des remboursements prévus.
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On retrouve la solution de Black-Scholes (c'est-a-dire le cas d’une obligation zéro-coupon) si
t* et T coincident.

D’une facon analogue, si T — oo, I’option composée dégénere en une simple option d’achat
avec prix d’exercice x* et échéance  *.

De facon générale, la valeur de S évaluée comme une option composée est inférieure a la
valeur de S évaluée comme une option simple d’achat avec prix d’exercice x* et échéance ¢ *.

On peut démontrer (Geske, 1979) que :

a—S>O, a—S<O, a—S>O, a—S>O, ) >0, a—S<O, )
oV oD oT or 00, dx* ot *

>0

Les signes des cinq premieres dérivées sont les mémes que ceux obtenus avec la formule de
Black-Scholes. Ceux des deux dernieres étaient prévisibles.

La valeur de marché de la dette est :
B =V{ -N,Jn+0,vi*, k+0,T; 1/t*/T]}
+ De" N, [nk;17/T]

+ x* " N[n}

L’interprétation est similaire a celle déja donnée dans le cas d’une obligation zéro-coupon. Il
faut en plus tenir compte du fait que le remboursement de la deuxieme dette (D) est
conditionné par celui de la premiere dette (x*). Deux obligations zéro-coupon sans risque
peuvent étre évaluées séparément. Par contre, nous devons utiliser un modele d’évaluation
d’option composée lorsqu’il existe un risque de défaillance de la part de I’entreprise et que le
remboursement d’une des deux obligations est contingent a celui de 1’autre.

Le paragraphe précédent était consacré au cas d’un endettement a deux échéances. L’ approche
développée se généralise a un endettement a N échéances. Entre I’avant-derniere et la derniere
échéance, les actionnaires disposent de 1’option 1 (dont le sous-jacent est la valeur de
I’entreprise). Juste avant cette avant-derniere échéance, les actionnaires disposent d’une
option 2 qui leur permet d’acquérir I’option 1. En fait, a chaque échéance n, les actionnaires
ont une option d’achat qui, si exercée (par le paiement du coupon correspondant), leur permet
d’acquérir I’option N-n (N-n représentant le nombre restant d’échéances) . Cette interprétation
de la position des actionnaires est originellement due a Black et Scholes (1973). Une formule a
été développée par Geske, mais celle-ci se révele tres complexe a manier et implique
I’utilisation de la fonction de répartition d’une loi normale n-variée, c'est-a-dire d’une
dimension égale au nombre d’échéances de la dette. Geske a néanmoins démontré qu’il était
possible de procéder a des simplifications si les coupons étaient payés a des intervalles de
temps constants (la matrice des coefficients de corrélations est symétrique). L’intégrale de la
densité d’une loi normale de dimension n est alors réduite a un produit d’intégrales de densité

20



de loi normale de dimension plus basse (Geske, 1977 ; Selby et Hodges, 1987).

2 - Cas d’une entreprise ayant contracté des dettes de différentes priorités

Nous venons d’évoquer le cas d’un endettement constitué de dettes d’échéances différentes.
Nous allons maintenant analyser le cas d’un endettement constitué d’une dette dont le
remboursement est prioritaire (que nous dénommerons ‘“senior dette” (S.D.)) et d’une dette
dont le remboursement est subordonné au précédent (que nous dénommerons “junior dette”
(J.D.)). En d’autres termes, le remboursement de la J.D. ne sera effectué qu’apres celui de la
S.D.. La coexistence de ces deux types de dettes va nous amener a utiliser a nouveau les
modeles de Black-Scholes et de Geske. Nous supposerons d’abord que les deux dettes ont
méme échéance, puisqu’elles ont des échéances différentes.

Cas I : méme échéance

Nous commencons avec un cas simplifié (Black et Cox, 1976), en supposant que 1’entreprise
doit payer la valeur nominale de la S.D., Dy, et la valeur nominale de la J.D.,D;, a la méme

échéance T. A cette échéance, selon la valeur finale de I’entreprise V*, trois situations peuvent
se présenter :

V¥< Dg Il y a défaillance pour les deux dettes et la valeur de I’entreprise (V*)

va aux créanciers seniors. Les créanciers juniors et les actionnaires ne
touchent rien.

D¢ <V*<Dg+D; LaS.D. estintégralement remboursée. Les créanciers juniors subissent
une défaillance partielle de I’entreprise et regoivent V *—Ds . Rien ne
va aux actionnaires.

Dg+D; <V * La valeur de I’entreprise est suffisante pour rembourser les deux dettes.
Le montant V *—-Dg — D; va aux actionnaires.

Il apparait clairement que la position des créanciers seniors ne dépend pas de la J.D. Le profil
de gain de ces créanciers ne dépend que de V * —D; . Le modele de Black-Scholes peut €tre ici

utilisé de la méme maniere qu’il I’avait ét€ précédemment. La valeur By de le S.D. est donc

Bg=V-S§ (DS ) ou S (DS) est la valeur de I’option d’achat sur les actifs de I’entreprise
(avec Dg pour prix d’exercice).

Nous avons ainsi :

B, =VN[-d, ]+ D,e " N[d, ]

Les actionnaires sont encore détenteurs d’une option d’achat, le prix d’exercice de cette option
étant cette fois D¢ + D;. La valeur des capitaux propres est donc :
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s(Ds + Dy )=VNla;]- (Ds + Dy )e N a3 ]

ou dj, d5 sont les fonctions d;, d, avec prix d’exercice (D s +D J).

La position des créanciers de la J.D. est équivalente a 1’achat et a la vente de deux options
d’achat différentes. Ces créanciers achetent une option d’achat de prix d’exercice Dg et

vendent une option d’achat de prix d’exercice Dg + D .
(on peut aussi simplement écrire B, + By +S(Dy + D, )=V )

Donc :
B; =v-S(Dg + D, )- Bg

= 5(Ds )-s(Ds+D;)

La formule de Black-Scholes donne les valeurs de ces deux options et donc la valeur de la J.D.
est :

By =v{N|a, |- N|ai T ps e T N[, F Nz T+ Dy TN a5 ]

Autant I’analyse de la S.D n’apporte rien de “neuf”, autant celle de la J.D. fournit des résultats
qui peuvent paraitre €étonnants: une augmentation du taux d’intérét sans risque, ou de
I’échéance, ou de o, , peut induire un accroissement de B, ; nous pouvons ainsi avoir :

—L&B >0, —L&B >0, —L&B >0
ar JT do

Le signe des deux premieres dérivées partielles est, a priori, étrange pour une dette. Celui de la
troisieme est en opposition avec le “probleme de substitution des actifs” précédemment
évoqué : les détenteurs de la J.D. peuvent étre favorables a un accroissement du risque de
I’entreprise. Ces trois dérivées partielles sont positives quand V est petit (par rapport a
Dg + Dj), cest-a-dire quand la probabilit€é que la J.D. ne soit pas remboursée est élevée ;

celle-ci devient alors similaire a 1’action.
Le graphique suivant permet d’observer, sur une simulation, 1’évolution de la valeur de la J.D.

en fonction de celle de I’entreprise, ceci pour différentes volatilités. On obtient ainsi trois
courbes B, A, B, B, B,C (avec 0, <0, <0,)
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—0— BJA|
—>—BJB| K
—B— BJC|

Pour de faibles valeurs de V, B, est une fonction apparemment croissante de la volatilité

(B,A<B,B<B,C ); B, est al'inverse une fonction décroissante de la volatilit¢ lorsque
lorsque V est grand.

Lorsque V est suffisamment grand, B ;A devient constant et égal a D e™" T 1a valeur V de

I’entreprise est si élevée que le remboursement de la J.D. devient certain du fait de la faible
volatilité.

Enfin, pour des valeurs de V trés élevées, on peut observer que B;B — B;A; le
remboursement de la J.D. devenant certain, on observe alors une diminution de 1’influence de

la volatilité.

Cas 11 : différentes échéances

Un cas plus général consiste en la coexistence d’une dette prioritaire (S.D.) et d’une dette
subordonnée (J.D.) d’échéances différentes (Geske, 1977). Cette fois, la valeur nominale de la
S.D. (Dyg ) doit étre remboursée a I’échéance Ty, celle de la J.D. (D ;) devant étre remboursée

a I’échéance T . Du fait de I’ordre de priorité entre les deux dettes, il est logique de supposer
que Ty <Tj.

En T;, sila valeur de I'entreprise V,, est supérieure a D j, les créanciers de la J.D. sont

remboursés et V,, —D, va aux actionnaires. Dans le cas contraire, la valeur V,, va aux
créanciers juniors.

En Ty, la valeur des capitaux propres est :

s, = Ve N[ 0,y e 0 TN, ]

La valeur B Trg delaJ.D.estégalea V, —S§, , c'est-a-dire
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B, =V AN[-aJ}+ D, (1= Ts )N[dz]

T

En Tg, les actionnaires rembourseront la S.D. si S, >Dg (c'est-a-dire si V3 >V avec

STS (V_) = D). La valeur de la S.D. est aujourd’hui :

B, =V~ Nfp+o, [T, [} D, e N[i]

La valeur de la dette senior est indépendante de tout parametre lié a la dette junior : les
créanciers seniors assimilent les créanciers juniors aux actionnaires et considerent que les deux
groupes possedent globalement 1’équivalent d’une option d’achat sur la valeur de I’entreprise
avec D¢ pour prix d’exercice ; la somme des valeurs de la dette senior et de cette option est

€gale a la valeur de I’entreprise ; nous obtenons ainsi la valeur de By .

Geske fait I’hypothese, tres utilisée dans la littérature, que la dette senior est remboursée par
une nouvelle émission de capitaux propres. Les “anciens’ actionnaires pourront procéder a une
telle émission si Sy > Dy . Dans le cas contraire, personne n’achetera de nouvelles actions, la

somme a payer D étant supérieure a la valeur de la part de ’entreprise acquise. En effet, si
STs > Dg, il y aura une transformation de dette en capitaux propres et les "anciens"

actionnaires ne devront rien payer. Donc leur position est équivalente a 1’achat d’une option
composée avec le premier prix d’exercice nul, comme le deuxiéme est égal a D ;. En définitif

la valeur des capitaux propres (aujourd’hui) est :

S:VNZ[h"'O-V\/E:k‘*‘O-V«/E:\/TS/TJ]
-Dy T Ng[h,k,'\/TS/TJ]

Enfin, la valeur B, dela J.D. est donnée par B; =V — Bg — S, c'est-a-dire :

B, =V +0 T |- N|n+0, Tk + 0,41 1./, ]}
+D, " No[n,k AJT/T, |- Dy e N[]
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3 - Endettement constitué d’une dette prioritaire et d’une dette garantie par une partie
des actifs

Nous avons déja étudié les concepts de dette senior et dette junior. Celui de “dette garantie”
nous permet d’étudier un autre type de dette. Il s’agit d’une dette dont le paiement est garanti
par une partie des actifs de I’entreprise. En cas de défaillance, ces actifs seront exclusivement
utilisés au remboursement de la dette garantie.

A titre d’exemple, supposons que ’entreprise ait seulement deux types de dette :

- une dette garantie, de valeur nominale D ; les actifs servant de garantie ont une valeur G
(celle-ci pouvant suivre un processus stochastique) ;

- une dette qui n’est pas garantie, de méme échéance mais avec priorité pour le remboursement
de sa valeur nominale D, ;

V est la valeur de I’entreprise (V inclut G). Il y a défaillance si a I’échéance V' < D, +D,;
nous pouvons distinguer deux cas :

V'-G=D, La valeur nominale D, de la dette sans garantie (mais prioritaire) est
completement remboursée, tandis que pour la dette garantie le
remboursement sera V' — D, (=G).

V-G <D, Les créanciers de la dette sans garantie regoivent V' — G . La garantie G
va a ceux de la dette garantie.

Donc, a I’échéance, on peut représenter la position des créanciers de la dette garantie par la
formule min{DG, max [V*— D,, G]} ou de facon équivalente :

D, - max {DG—max[V*— D,, G] O}

En considérant la possibilité de défaillance, il est évident que le paiement recu par les
créanciers de la dette garantie ne sera pas toujours égal a D . En effet ceux-ci sont vendeurs
d’une option de vente écrite sur le maximum entre V' — D, et G. Ce type particulier d’option a

été étudié par Stulz (1982), qui a calculé les valeurs d’options écrites sur le maximum ou le
minimum des valeurs de deux actifs, en supposant que les processus suivis étaient des
browniens géométriques.
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IV - MISE EN PRATIQUE DE L’APPROCHE OPTIONNELLE : LA DEMARCHE DE
C. HSIA

Aussi intéressante que puisse étre l’interprétation en termes optionnels de la position de
I’actionnaire, celle-ci n’en demeure pas moins confinée au plan conceptuel. Il faudra attendre
1991, presque 20 ans apres la naissance de cette branche de la littérature, pour que Hsia
présente des travaux pouvant déboucher sur des applications empiriques.

Les auteurs précédents avaient tenté de représenter la réalité (i.e. un endettement a échéances
multiples) par I’emploi de modeles d’évaluation d’option composée. Malheureusement, ces
modeles se révelent assez lourds a manier. La démarche de Hsia est différente : plutdt que de
choisir un modele supposé figurer la complexité du financement de 1’entreprise, conservons
(au moins en premiere approche) le modele de Black-Scholes mais adaptons les parametres qui
doivent étre utilisés afin qu’ils puissent représenter la structure financiere réelle de la firme.

Intéressons-nous aux emprunts. Hsia remarque que la structure d’endettement d’une entreprise
est souvent stable au cours du temps, ainsi que le service annuel de la dette. La dette d’une
entreprise est donc analogue a un coupon annuel perpétuel. Le premier parametre recherché
(I’échéance T de la dette) doit en tenir compte. L’auteur suggere d’utiliser la duration de ce
coupon perpétuel. La duration peut €tre interprétée comme une maturité moyenne de la dette,
chaque date d’échéance t étant pondérée par la valeur actuelle du coupon correspondant
divisée par la valeur actuelle totale de la dette.

On peut remarquer que la duration d’un zéro-coupon est bien égale a sa maturité. Si la valeur
de marché de la dette agrégée est B et si le service annuel de cette dette est A, alors on montre
que la duration de la dette de I’entreprise est B / A. L’échéance T ne dépend ainsi que de deux
parametres directement observables.

Le deuxieme parametre recherché est le prix d’exercice devant étre utilisé dans le modele de
Black-Scholes. La démonstration de Hsia s’appuie sur la théorie de I’immunisation.
L’échéance T a été prise €gale a la duration de la dette. Or un portefeuille de titres est
immunisé contre le risque de taux si ce portefeuille est conservé pendant une durée égale a sa
duration. En T, le montant de remboursement (de rachat) de la dette doit étre égal a la valeur

de celle-ci , cest-d-dire Be™, avec i= A/ B (taux d’intérét de la dette) et T= B/ A.
Finalement le prix d’exercice est D = Be (e~ 2718).

La question des dividendes est abordée : pour Hsia, I’actionnaire est a la fois celui qui détient
I’option sur la valeur de I’entreprise et celui qui recevra les dividendes si ceux-ci sont versés ;
il semblerait ainsi que 1’actionnaire soit simultanément donneur et receveur des dividendes ;
I’objectif étant d’évaluer la richesse des actionnaires, il n’est donc pas utile de prendre
explicitement en compte les versement de dividendes. Ceci est en contradiction avec la
. . . .

position de Black et Scholes (1973) qui soulignent au contraire 1’influence de versements de
dividendes sur la répartition de la valeur de I’entreprise entre actionnaires et créanciers.

La difficulté majeure réside dans la détermination de Gy, 1’écart-type du rendement de la
valeur de l'entreprise. Un tel parametre ne peut &tre directement observé, Hsia parvient
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néanmoins a en donner une définition endogene (par une fonction implicite). En effet,
employer le modele de Black-Scholes pour évaluer la valeur S des capitaux propres revient a
déterminer S en fonction du taux d’intérét sans risque r, d’'une échéance B/A, d’un prix
d’exercice Be, de la valeur V de I’entreprise et de 6,. Or V =B+ S. Il existe donc une

fonction implicite f déterminant Gy, en fonction de A, B, Set r.

Cette fonction est :

B N(-d;)

s N(dl)_e[(A—rB)/A]N(dZ) =0 (1)

f(A,B.S.r.oy) =

on  d, ={n(l+5/B)-1+(B/ Ao, VBT A }+ (0, VBIA)2
d,=d, —oc,NB/ A

o, peut étre calculé par itérations.

L’approche optionnelle nous permet ainsi de déterminer la volatilité des actifs détenus par une
entreprise donnée. Les quatre parametres nécessaires (valeurs des capitaux propres et de la
dette, service annuel de la dette, taux d’intérét sans risque) sont aisément observables.

Hsia montre que 1’on peut également évaluer le colit du capital d’une entreprise.

La version intertemporelle du MEDAF est tout d’abord appliquée au colt i de la dette et au
colt 7, du capital de I’entreprise (ces calculs sont analogues a ceux du II 2), I’opérateur

espérance E ( ) est ici aussi omis).

i:r+(rM—r)ﬂd
K =r+(rM —r)ﬁ,

-0 G -r)
BB

d’ou r, —r onaainsi: r, = r+—-( —r)

B,

BV
or il a été démontré dans la deuxieme partie de cet article que £, = v B By

Sr=1-N@)=Na)
etqueav— - N(,)=N\—d,

. . B
Nous avons ainsi : r, =r +(i-r)——
VN (-d,)

Finalement, en remplagant i par A/ B et V par S+ B on obtient :
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par un raisonnement similaire, on peut calculer le colt des capitaux propres en fonction des
mémes parametres :

¢, —r+(2- j@j{%} )

Pour une entreprise donnée, il est ainsi possible d’estimer la volatilit¢ o, a I'aide de

1’équation (1) et d’évaluer ensuite le coiit de son capital ainsi que celui de ses capitaux propres
avec (2) et (3).

L’exemple présenté ci-dessous est celui donné par Hsia :

A 1 000 000 f(A,B,S,r, o v)
B 10 000 000 0,00084
S 15 000 000
r 0,08 Codlt du Capital %
oV 0,313 15,174
Colit de la dette %
RUN 10

Colit des cap. propres %
18,623

Avant d’appliquer ce modele a des données réelles, il est intéressant de procéder a des
simulations afin d’étudier la sensibilit¢ du colit du capital aux variations des variables prises
comme exogenes (A, B, S et r).

premiere simulation : variation du taux d’intérét sans risque

Nous conservons A=1 000 000, B=10 000 000, S=15 000 000. Le taux d’intérét r va décrire
I’intervalle [O;A/ B =O.1] (avec des incréments de 0.005). Pour r = A/B une discontinuité est

observée et pour r > A/B, la fonction f ne converge pas en z€ro. L’évolution de la volatilité et
celle du cofit du capital sont données dans la figure ci-dessous :
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0,01 0,020,03 0,04 0,05 Qt,06 0,07 0,080,09

taux d'intéré

0,1

En maintenant la structure financiere,

diminuent lorsque le taux d’intérét sans risque augmente.

Deuxieme simulation : variation du ratio A/B

on observe que la volatilité et le colt du capital

Nous maintenons A, S et r constants (A=1 000 000, S=15 000 000, r=0.08), en faisant varier
B ; les ratios A/B et S/B changent ainsi de valeur. Si A/B <r, le méme probleme de
convergence que celui observé dans la premiere simulation se pose pour f. Nous avons choisi

d’effectuer la simulation sur I’intervalle [0.08(: r);0.09]. Cet intervalle peut paraitre réduit,
mais 1’allure des courbes (voir figure ci-dessous) demeure semblable pour des valeurs plus

élevées de A/B .

25

20 1

—<— volatilité

capital

0.09 0,089,088,08,0%085,080,089,08,08 08

On observe que lorsque A/B diminue, la décroissance de la volatilité est plus importante que
celle du cofit du capital (ce dernier diminuant presque linéairement).
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troisieme simulation : variation de la valeur de S

A, B et r sont maintenus constants (A=1 000 000, B=10 000 000, r=0.08). La valeur de S

varie dans I’intervalle [0'54000000], avec des incréments de 3.000.000 ; a nouveau, le rapport

S/B est modifié. La fonction f n’est pas définie pour $S=0 ; on peut observer que pour des
valeurs tres faibles de S, le colit des capitaux propres devient élevé.

25
20 ‘\_._._._._H_H—.—.—H—H—HD
15 + -
- colt du
10 + capital
——0——colt des
5T cap.prop.
o +—4H—+—tttt
8 ° 15 21 27 ¢33 39 45 51

Quand S croit, le colt des capitaux propres commence par décroitre, puis assez rapidement sa
pente s’inverse et il se met i croitre lentement. A 1’inverse, le cofit du capital croit toujours et
semble tendre vers le colit des capitaux propres, tout en restant inférieur a celui-ci. On peut
constater la limite de cet exercice de simulation dans lequel on ne change qu'une seule variable
"toutes choses égales par ailleurs" : la premiere proposition de Modigliani et Miller (invariance
du cofit du capital) n'est jamais vérifiée ; la seconde ne l'est que pour des valeurs tres basses
des capitaux propres.

L’évolution de la volatilité est donnée par la figure suivante :

12 18 24 g30 36 42 48 54

La croissance de celle-ci est de plus en plus faible quand la valeur des capitaux propres
augmente.
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Conclusion

L’ approche optionnelle ne doit pas rester confinée au plan conceptuel. Elle devrait au contraire
se révéler riche en applications : évaluation de la volatilité d’actifs, du colit du capital, de celui
des capitaux propres, ... Il pourrait étre intéressant, pour une entreprise donnée, de comparer la
valeur obtenue du colit du capital avec celle réellement utilisée. Le fait que la fiscalité n’ait pas
été introduite est sans conséquence si la méthode utilisée par la firme implique 1’emploi d’un
colt du capital avant impdt (le lecteur pourra consulter 1’ouvrage de Babusiaux (1990) pour la
présentation et 1’analyse de la méthode shadow interest). Une difficulté survient lorsqu’une
partie de la dette de I’entreprise n’est pas cotée (seule la valeur comptable est alors connue).
La volatilit¢é mesurée est implicite, elle représente ainsi une anticipation des agents
économiques a l’instant ¢. L’étude des variations des cours boursiers, en liaison avec
I’information disponible, peut éclairer la fagcon dont se forment les anticipations des agents et
la perception que ceux-ci ont du risque.
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Le Centre Economie et Gestion (CEG), sous la direction de Denis Babusiaux, a pour objet
d’assurer :

* La formation de jeunes diplomés a la maitrise des techniques économiques et de gestion.
Celle-ci est assurée par trois programmes distincts :

- Le cycle Economie et Gestion de I’Entreprise (EGE), destiné a des ingénieurs
diplomés ou a des étudiants de formation scientifique de niveau équivalent, débouche au
terme d’une scolarité de 16 mois sur 1’attribution du diplome d’ingénieur de I’Ecole du
Pétrole et des Moteurs.

- Le cycle Petrolenm Economics and Management (PEM), organisé en collaboration
avec les universités Colorado School of Mines et Texas A&M, se déroule en partie a
I’Ecole du Pétrole et des Moteurs et en partic au sein de I'une ou I'autre de ces
universités. La formation, d’une durée de 16 mois, conduit a ’obtention de deux
diplomes : le Master of Science de I’université américaine correspondante et un diplome
de I’Ecole du Pétrole et des Moteurs (dipléme d’ingénieur ou Mastére Spécialisé).

- Le DEA Economie de 1'Energie, organis€é conjointement avec 1’Université de
Bourgogne et ’Université Panthéon-Assas. Les candidats doivent étre titulaires d’une
maitrise (sciences économiques, économétrie, gestion), d’un diplome d’ingénieur, d’un
diplome d’école de commerce ou posséder un diplome jugé équivalent.

Le Mastére Spécialisé en Politique et Gestion de 1'Energie peut étre délivré a ’issue
d’un cursus s’appuyant sur des cours dispensés dans le cadre de I'un des programmes
présentés ci-dessus et sur un stage ou une micro-these de recherche d’une durée
minimale de quatre mois.

* Une activité de recherche qui permet a des étudiants de réaliser une these de doctorat dans
un des divers domaines de 1’économie de I’énergie. Les doctorants francais ou
ressortissants de I’'Union Européenne admis sur des postes de thése peuvent recevoir une
allocation de recherche de la part de 1'Ecole du Pétrole et des Moteurs.

* La formation et le perfectionnement du personnel de 1’industrie pétroliere et des industries
associées. Cette formation se déroule sous forme de stages inter- ou intra-entreprise ou de
modules plus longs, mais peut également prendre la forme de parcours individuels de
formation pour s’adapter a des besoins plus spécifiques.

" une version anglaise de cet article est disponible sur demande
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