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Résumé

La fonction objectif d'un probleme de programmation linéaire peut parfois résulter de
I'addition de fonctions élémentaires distinctes, donnant chacune lieu a une interprétation
particuliere. Le théoréme que nous allons présenter a été initialement dérivé par Babusiaux
(2000) dans un tel contexte. Il s'agissait alors de d'associer un cofit marginal en émission de
CO; a chacun des produits finis d'une raffinerie pétroliere. La fonction objectif comprenait un
premier terme représentant le cofit d'exploitation et un second représentant le colit lié aux
émissions de CO,. L'auteur a montré qu'a l'optimum, sous certaines hypotheses, ce colt
marginal présentait une structure de colit moyen. Autrement dit, la propriété de dualité est
étendue a chacune des fonctions élémentaires auxquelles il est possible d'associer des
variables duales élémentaires. Nous reformulons et généralisons ce théoreéme. Nous montrons
qu'il est valide en n'importe quel sommet non dégénéré. Nous fournissons en outre une
interprétation simple de ce résultat. Nous montrons de plus, a 1'aide d'un exemple, comment
décomposer un colit marginal de long terme en un colit marginal d'exploitation et un
amortissement économique marginal. Cette décomposition rend possible une meilleure
compréhension de la formation des colits marginaux de long terme. Cet exemple ouvre la voie
a d'autres applications du théoréme en calcul économique.






1. Introduction

La fonction objectif d'un programme lin€aire peut €tre constituée de différentes fonctions
élémentaires, chacune de ces fonctions élémentaires pouvant donner lieu a une interprétation
particuliere. Le théoreme que nous allons formuler a été initialement dérivé par Babusiaux
(2000) dans le cadre d'un probleme de ce type. Il s'agissait alors d'associer a chaque produit
fini pétrolier un colit marginal 1ié aux émissions de CO, d'une raffinerie pouvant traiter
différents pétroles bruts. De facon schématique, 1'objectif était de minimiser un cofit total de
traitement, tout en satisfaisant, pour chaque produit fini, une contrainte de demande. La
fonction de colt total a minimiser était composée d'une premiere fonction représentant les
colits classiques liés a 1'achat et au traitement des différents bruts et d'une deuxieéme fonction
correspondant au colt lié a I'émission de CO,. L'auteur a montré qu'a l'optimum, sous
certaines hypotheses, les colits marginaux associés a 1'émission de CO, ont une structure de
colit moyen. De méme, les contenus marginaux en CO, des différents produits ont une
structure de contenu moyen, autrement dit fournissent une clef de répartition par produit des
émissions de la raffinerie. Ce résultat revient a généraliser la propriété classique de dualité
aux différentes fonctions élémentaires composant la fonction objectif. Nous allons proposer
une extension de ce théoreme et montrer qu'il demeure valide en toute solution de base
réalisable du probleme étudié (et non seulement a l'optimum). Nous en donnerons en outre
une interprétation originale, en montrant qu'il revient a décomposer le probleme étudié en un
ensemble de sous-problemes distincts. Nous montrerons ensuite, a I'aide d'un exemple issu du
calcul économique, comment ce théoreme permet de décomposer un colit marginal de long
terme en un colit marginal d'exploitation et un amortissement économique marginal. Chaque
colit marginal ainsi calculé a une structure de colit moyen. Cette décomposition permet
d'analyser la formation de cofits marginaux de long terme et fournit des éléments utiles pour
une premiere approche de la sensibilité (sans avoir a réaliser une analyse complete de
sensibilité).

2. Théoreme de dualité en programmation linéaire avec une fonction objectif a plusieurs
composantes

2.1 Enoncé du théoréme

Considérons un programme linéaire dont la fonction objectif, que nous appellerons fonction
objectif globale, est la somme de plusieurs fonctions, que nous appellerons fonctions objectif
élémentaires. Considérons une solution de base réalisable quelconque du programme. A
chaque fonction objectif élémentaire il est possible d'associer un vecteur de variables duales,
que nous appellerons variables duales élémentaires. Chaque vecteur de variables duales
élémentaires vérifie une propriété de dualité : le produit de ce vecteur par celui formé des
seconds membres du programme est €gal a la valeur de la fonction objectif élémentaire
correspondante. Le vecteur des variables duales globales (associées a la fonction objectif
globale) est égal a la somme des vecteurs des variables duales élémentaires.

Ce théoréme constitue une généralisation au cas d'une solution de base quelconque (non
dégénérée) du théoreme de Babusiaux (initialement dérivé dans le cas particulier d'une
solution optimale).



2.2 Formalisation du théoréme

Considérons un programme linéaire, écrit sous sa forme canonique simpliciale, du type :

MinF =CX Ou X € R" (vecteur dont les composantes sont les n variables du modgle)
AX =b A de format (m,n) et de rang m
X =20

k k
Décomposons la fonction globale F en k fonctions élémentaires : £ = ZF, = ZC,-X
i=1

i i=1

A chaque fonction élémentaire F, peut étre associé un vecteur I, dont les composantes sont
les m variables duales élémentaires correspondantes. La formule de la dualité est respectée :
Mb=F,.

k
En notant IT le vecteur des variables duales globales associé a F, on a : II= Zni

i=l1

2.3 Notations et démonstration

Considérons une solution en base réalisable, non nécessairement optimale, du programme de

départ. Notons Y le vecteur formé des m variables en base et Y le vecteur formé des n-m
variables hors base .

Notons B et B les matrices composant A associées respectivement a I'ensemble des indices
des variables en base et hors base :

A=|BB]
En adoptant, pour le vecteur C et les vecteurs C; la méme approche, avec :

c=[pD]. ¢ =[D D]

k
Avec D= ZD,-

i=1

Pour la solution réalisable considérée, la valeur de la fonction objectif est :

F:[Dl_)] ; =DY +DY =DY



En outre : [BE] ; =b=>Y=B"b

Donc: F=DB'b

Le vecteur IT formé des m variables duales globales est donné par: I1= DB La formule de
la dualité s'écrit: F' =I1b.En remplacant F et D, I'équation précédente s'écrit :

k

LS

i=

k

Ou encore : Z(F, —D,.B_lb) =0

i=1

-1 o . 212 . 2
En posant II. = D,B™", nous définissons pour chaque fonction élémentaire un vecteur formé

k
des valeurs duales correspondantes (avec de facon évidente: ZHi =II). La formule de la
i=1

dualité est respectée pour chaque fonction élémentaire : F,=DY =D,B"'b=I1b.
2.4 Interprétation

On peut remarquer que II, représente le vecteur formé des valeurs duales (correspondant a la
solution réalisable considérée) pour le programme suivant :

Min F=CX
AX =b
X>0

En fait, pour toute démonstration, il aurait suffit de dire que la solution réalisable considérée
pour le programme initialement décrit (avec F pour fonction objectif) est aussi une solution
réalisable des k programmes distincts obtenus en remplagant F par F;. Il est alors possible de
déterminer pour chacun de ces programmes un vecteur II. formé des valeurs duales
correspondantes et satisfaisant la formule de la dualité'. Le vecteur II formé des valeurs
duales correspondant au programme initial est alors égal a la somme des vecteurs II,

1

k k
(puisque par définition Znib = Z F,=F =I1b),

i=1 i=1

Du point de vue du modélisateur, ceci revient a déterminer la solution optimale du programme
de départ, puis a calculer les k vecteurs II, en considérant cette solution comme une solution

réalisable de chacun des k sous-programmes ayant F; comme fonction objectif. Cette

! Rappelons que la formule de la dualité est relative 2 un sommet quelconque (pas forcément optimal) du fait
méme de la définition donnée, en section 2.3, du vecteur de variables duales. Nous reviendrons sur ce point en
fin de section.



procédure a l'avantage de rendre possible l'interprétation de chaque vecteur de valeurs duales
et de préserver 1'additivité des valeurs duales.

Soulignons le fait que nous ne nous référons pas ici aux résultats relatifs a la dualité faible,
c'est-a-dire a l'existence d'une différence non nulle (sauf a 'optimum) entre les valeurs des
fonctions objectifs d'un programme et de son dual pour des solutions réalisables quelconques
de chacun des deux programmes. Pour une solution de base réalisable quelconque, nous

définissons ainsi des vecteurs I, vérifiant la formule de la dualité II,b =C. X . Pour chacun
des k problemes évoqués, le vecteur II, ne constitue pas, en général, une solution réalisable

du programme dual correspondant. Il en constituera une solution réalisable si X est la solution
optimale du programme primal considéré.

3. Séparation d'un coiit marginal de long terme en un coiit marginal d'exploitation et un
amortissement économique marginal

En calcul économique, l'utilisation d'un modele de programmation linéaire peut conduire a
déterminer des colits marginaux de long terme incluant des frais d'exploitation et des cofts
d'investissement. La fonction objectif reflete alors ces deux types de colt. Nous proposons
d'utiliser le théoreme présenté afin de séparer un cofit marginal de long terme en un cofit
marginal d'exploitation et un amortissement économique marginal. Chacun de ces deux

termes aura une structure de colit moyen. Cette décomposition mene a une meilleure
interprétation des colits marginaux de long terme et de la formation de ces derniers.

Afin d'en donner une illustration, nous allons prendre 1'exemple, simplifié¢ a 1'extréme, d'une
raffinerie pétroliere peu sophistiquée, qualifiée de Topping Reforming. Schématiquement, une
telle raffinerie produit a partir d'un pétrole brut donné trois grands types de produits finis :
essence, gasoil et fuel lourd. Les rendements obtenus pour chacun des produits sont supposés
connus. La production de la raffinerie doit satisfaire durant une année type la demande prévue
pour chacun des produits finis. Supposons qu'afin d'accroitre le rendement en essence de la
raffinerie, il soit possible d'investir dans une unité de craquage catalytique appelée FCC. Une
telle unité permet en effet de transformer une partie du fuel lourd en essence. Investir dans
cette unité conduit ainsi a modifier les rendements en produits finis d'une partie du brut traité
par la raffinerie. L'objectif est de satisfaire les contraintes de demande tout en minimisant le
cofit total annuel (frais d'exploitation et amortissement économique).

Pour ce faire, nous allons considérer que la quantité totale de brut traitée par la raffinerie en
une année résulte de l'addition de deux variables : la quantité (notée x) traitée suivant le
schéma "topping/reforming” et la quantité (notée y) traitée suivant le schéma
"topping/reforming/craquage”. Il peut étre en effet optimal de ne faire transiter par 'unité de
craquage que le fuel lourd provenant d'une partie seulement de la quantité totale de brut
traitée. On admettra que la capacité de 1'unité de craquage doit représenter 25 % de la quantité
de brut empruntant le schéma "topping/reforming/craquage". En outre, le coft
d'investissement est supposé dépendre linéairement de la capacité de 1'unité FCC. En tenant
compte du taux d'actualisation de I'entreprise et de la durée de vie de 1'unité, on considere que
cet investissement correspond a un amortissement économique annuel (montant
d'investissement divisé par une somme de facteurs d'actualisation) égal a 28 $ par tonne de
capacité installée.



Les rendements obtenus sont donnés par le tableau 1 qui fournit également la demande

associée a chacun des produits ainsi que les frais d'exploitation.

Tableau 1
Schéma "topping | Schéma '"topping Demande a satisfaire
reforming"' reforming craquage” | (millions de tonnes)

Essence 25 % 40 % 2
Gasoil 35 % 35 % 2
Fuel lourd 35 % 20 % 1
Colt d'achat et de traitement 100 110
($/tonne)

La fonction objectif (colt total) a minimiser peut étre formulée de la maniere suivante :

e Cott d'exploitation li€ a I'achat et au traitement du pétrole brut : F; =100x+110y

®* Amortissement économique annuel colt d'investissement

F,=28x0,25y="Ty

représentant  le

La fonction objectif est ainsi décomposée en deux fonctions élémentaires.

Afin d'écrire le programme sous sa forme simpliciale, nous allons introduire des variables
d'écart, en notant e, g et f les excédents (éventuels) de produits finis. En reprenant les
notations introduites :

X

y 0,25 0,4 =10 0 2
X=|e A=0,350350-10 | b=|2

g 0,350,2 0 0 —1 1

LS

F=F+F,=(100x+110y)+7y

Notons II,, et II, les vecteurs, formés de valeurs duales élémentaires, respectivement
associés aux fonctions F;, et F,. Comme nous l'avons vu, il est possible de déterminer ces
deux vecteurs en n'importe quelle solution réalisable du programme. Nous allons ici
directement choisir la solution optimale afin que le concept de colit marginal de long terme ait
un sens. A l'optimum, les variables en base sont x, y et f, les variables hors base e et g. On
peut écrire :

0,25 0,4 0 -6,67 7,62 0 -10
B=10,35 0,35 0 Cequidonne:B’lz 6,67 -4,76 0|let B=|0 -1
0,35 0,2 -1 -1 1,71 -1 0 0



1,9
Les variables en base ont pour valeur : ¥ =B"'b=| 3,81
0,43

Les vecteurs formés des valeurs duales élémentaires sont les suivants :

I, =D,B" =[100 110 0] B~ =[66,7 238,4 0]
II,=D,B"' =[0 7 0] B"' =[46,7 -33,3 0]

Le vecteur IT (formé des valeurs duales globales) donne les cofits marginaux de long terme
pour chacun des trois produits finis :

=11, +11, =[113,4 205,1 0]

L'expression des variables en base en fonction des variables hors base s'écrit en outre (en
_1_
calculant B B):

x7 [1,907 [-6,67 7,62
y|=1381+6,67 -4,76 r}
1l lo4s| -1 171 |Y8

Nous allons maintenant interpréter les valeurs duales obtenues. Tout d'abord, la valeur duale
associée a la contrainte de demande en fuel lourd est nulle. Ceci s'explique par le fait que la
variable d'écart associée a cette contrainte est en base a l'optimum et ne figure pas dans la
fonction objectif. Il s'agit d'un résultat bien connu : une variable d'écart non nulle représente
une contrainte non saturée et pour laquelle la valeur duale associée est nulle. Le colit marginal
de long terme associé a la contrainte de demande en essence (donné par la premiere
composante du vecteur IT) s'éleve a 113,4 $ par tonne. Intéressons-nous aux deux termes qui
le composent (donnés par la premiére composante des vecteurs I1,, et II,). Accroitre la

demande en essence conduit a substituer du brut y a du brut x, sans que la quantité totale de
brut traité ne change. Le colt marginal d'exploitation s'éléve a 66,7 $ par tonne. Ce résultat est
directement lié au traitement par le schéma "topping reforming craquage" d'une plus grande
quantité de brut. Pour la méme raison, si une tonne supplémentaire d'essence était produite, il
faudrait lui affecter un amortissement économique marginal s'élevant a 46,7 $ (premicre
composante du vecteur I1,). La formation du cot marginal de long terme associé a 1'essence
est ainsi analysée. Une décomposition similaire peut étre opérée pour le colit marginal de long
terme du gasoil. Celui-ci s'éleve a 205,1 $. Un accroissement de la demande en gasoil, tout en
conduisant a traiter une quantité globale de brut plus importante, aboutit aussi a substituer du
brut x au brut y. Comme la quantité globale de brut traité augmente, le colit marginal
d'exploitation est positif (238,4 $/t). Inversement, comme la quantité traitée de brut y diminue,
I'amortissement économique marginal est négatif (-33,3 $/t).

L'amortissement économique marginal ainsi défini a bien une structure de colit moyen :

T1,b=(46,7x2)—(33,3%2)+(0x1,43) =7x3,81=D,Y = F,



Cette structure de colit moyen est aussi vérifiée par le colit marginal d'exploitation :

ILb = (66,7x2)+(238,4x2)+(0x1,43) = F,

4. Conclusion

En calcul économique, 1'interprétation de colits marginaux de long terme peut parfois s'avérer
délicate. L'utilisation du théoréme présenté permet leur décomposition en cofits marginaux
d'exploitation et en amortissement économique marginal. L'introduction de la fiscalité dans le
modele ne pose aucun probleme et conduit seulement a modifier la fonction objectif. Ce
théoréme, ainsi que le concept associé de variable duale élémentaire, permettra d'enrichir les
résultats fournis par de nombreux modeles de calcul économique, par exemple en
rationnement de capital.

10
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