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✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ .❛❦❡ ✇❡❡❦) .♦ %✉♥ ♦♥ ❛ )✉♣❡%❝♦♠♣✉.❡%✳

■♥ ❙❈▼)✱ .❤❡ ❝❛%❜♦♥ ❝②❝❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❧❡❞ ✐♥ .✇♦ ♠❛✐♥ ✇❛②)✳ ■. ❝❛♥ ❜❡ %❡♣%❡)❡♥.❡❞ ❜② ❞✐❢✲

❢❡%❡♥. ❵❝❛%❜♦♥ ❜♦①❡)✬ ✭❡✳❣✳✱ .❤❡ ❛.♠♦)♣❤❡%❡✱ .❤❡ ✉♣♣❡% ♦❝❡❛♥ ❛♥❞ .❤❡ ❧♦✇❡% ♦❝❡❛♥✮ ✇✐.❤ ❡①❝❤❛♥❣❡

%❛.❡) ❛) ✐♥ ❉■❈❊✳ ❖% ✐. ❝❛♥ ❜❡ %❡♣%❡)❡♥.❡❞ ❜② ❛♥ ✐♠♣✉❧)❡✲%❡)♣♦♥)❡ ❢✉♥❝.✐♦♥ ❛) ✐♥ ❋❯◆❉ ❛♥❞

▼❊❘●❊✳ ▼♦). ❙❈▼) ❞♦ ♥♦. ❤❛✈❡ %❡.%♦❛❝.✐♦♥) ♦❢ .❤❡ ❈❖2 ❝♦♥❝❡♥.%❛.✐♦♥ ♦♥ .❤❡ ❝❛%❜♦♥ ❝②❝❧❡

♣❛%❛♠❡.❡%)✳ ❚❤✐) ✐) ❛♥ ♦❜✈✐♦✉) )✐♠♣❧✐✜❝❛.✐♦♥ ❛) .❤❡ ❈❖2 %❡♠♦✈❛❧ %❛.❡ ❢%♦♠ .❤❡ ❛.♠♦)♣❤❡%❡ ✐)

♥♦. ❝♦♥).❛♥. ❞✉❡ .❤❡ ✜♥✐.❡ ✉♣.❛❦❡ ❝❛♣❛❝✐.② ♦❢ .❤❡ ♦❝❡❛♥✳

❚❤❡ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢ %❛❞✐❛.✐✈❡ ❢♦%❝✐♥❣ ✭F ✮ ✐) %❛.❤❡% )✐♠✐❧❛% ❛❝%♦)) ❙❈▼)✳ ■. ✐) ❞❡✜♥❡❞ ❜② .❤❡

%❛❞✐❛.✐✈❡ ❢♦%❝✐♥❣ ♦❢ ❡❛❝❤ ●❍● ❝♦♥)✐❞❡%❡❞ ✭F
●❍●

✮✿

F (t) =
∑

●❍●

F
●❍●

(t) ✭✷✮

❘❛❞✐❛.✐✈❡ ❢♦%❝✐♥❣ ❞✉❡ .♦ ❈❖2 ✐) ♦❢.❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ ❧♦❣❛%✐.❤♠✐❝ ❢✉♥❝.✐♦♥ ♦❢ .❤❡ ❛❝.✉❛❧ ❛.♠♦)♣❤❡%✐❝

❈❖2 ❝♦♥❝❡♥.%❛.✐♦♥ ✭M✮✿

F
❈❖2

(t) = γ❧♦❣2

(

M(t)

M0

)

✭✸✮

❚❤✐) ❧♦❣❛%✐.❤♠✐❝ ❢✉♥❝.✐♦♥ ✐) )♦♠❡.✐♠❡) ❧✐♥❡❛%✐③❡❞✱ ❛) ✐♥ ❚■❆▼✲❲♦%❧❞✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡%❡♥❝❡)

❛♠♦♥❣ ❙❈▼) ❛%❡ ♣❛%❛♠❡.❡% ✈❛❧✉❡) ✭❡✳❣✳✱ γ ❛♥❞ M0✮ ❛♥❞ .❤❡ .%❡❛.♠❡♥. ♦❢ ♥♦♥✲❝❛%❜♦♥ ❞✐♦①✐❞❡

●❍●) ✭❡①♦❣❡♥♦✉)❧② ♦% ♥♦.✮✳

❈❤❛♥❣❡ ✐♥ %❛❞✐❛.✐✈❡ ❢♦%❝✐♥❣ .%❛♥)❧❛.❡) ✐♥ ❝❤❛♥❣❡) ❢♦% .❤❡ ♠❡❛♥ )✉%❢❛❝❡ .❡♠♣❡%❛.✉%❡ ✭Tat✮

❛♥❞ .❤❡ ♠❡❛♥ ✭❞❡❡♣✮ ♦❝❡❛♥ .❡♠♣❡%❛.✉%❡ ✭Toc✮ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ✐♥ ♣❛%.✐❝✉❧❛% ♦♥ .❤❡ ❛))✉♠❡❞ ❝❧✐♠❛.❡

)❡♥)✐.✐✈✐.②✳ ■♥ ❙❈▼)✱ .❤✐) ✐) ❣❡♥❡%❛❧❧② ❡).✐♠❛.❡❞ ✉)✐♥❣ .✇♦ ❧✐♥❡❛% ❡[✉❛.✐♦♥)✿

Tat(t) = µ
(

F (t), Tat(t− 1), Toc(t− 1)
)

✭✹✮

Toc(t) = ψ
(

Tat(t− 1), Toc(t− 1)
)

✭✺✮

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡%❡♥❝❡) ❛♠♦♥❣ ❙❈▼) ❛%❡✱ ❛❣❛✐♥✱ ♣❛%❛♠❡.❡% ✈❛❧✉❡) ❛♥❞ .❤❡ ❢✉♥❝.✐♦♥❛❧ ❢♦%♠ ♦❢ µ

❛♥❞ ψ✳

✹



✷✳✷✳ ❯♥❝❡&'❛✐♥'② &❛♥❣❡,

❉✐✛❡$❡♥❝❡' ❛♠♦♥❣ ❙❈▼' ❡'♣❡❝✐❛❧❧② ❝♦♠❡ ❢$♦♠ 3❤❡✐$ ❝❤♦✐❝❡' ♦❢ ❦❡② ♣❛$❛♠❡3❡$'✳ ■3 ✐' 3❤✉' ✐♠♣♦$✲

3❛♥3 3♦ ❞❡✜♥❡ ❵❛♣♣$♦♣$✐❛3❡✬ ✉♥❝❡$3❛✐♥3② $❛♥❣❡' ❢♦$ 3❤❡'❡ ♣❛$❛♠❡3❡$'✳ ❚❤✐' ✇✐❧❧ ❤❡❧♣ ❛''❡'' ❤♦✇

$♦❜✉'3 ❙❈▼' ❛$❡ ❛♥❞ ✉♥❞❡$'3❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ♣❛$❛♠❡3❡$' ♦$ ❝♦♠❜✐♥❛3✐♦♥' ♦❢ ♣❛$❛♠❡3❡$' ❛$❡ 3❤❡ ♠♦'3

'❡♥'✐3✐✈❡✳ ❊✈❛❧✉❛3✐♥❣ '✉❝❤ $❛♥❣❡' $❡✈❡❛❧' '❡✈❡$❛❧ ❞✐✣❝✉❧3✐❡' ✭'❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ❍♦❢ ❡3 ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❀ ❍✉ ❡3 ❛❧✳✱

✷✵✶✷❀ ❇✉3❧❡$ ❡3 ❛❧✳✱ ✷✵✶✹✮✳ ❋✐$'3✱ ❛' ❛❧$❡❛❞② ♠❡♥3✐♦♥❡❞✱ ❙❈▼' ❛$❡ ❞❡'✐❣♥❡❞ 3♦ ❡✈❛❧✉❛3❡ ❝❧✐♠❛3❡

$❡'♣♦♥'❡' ✇✐3❤ ❧✐♠✐3❡❞ ❝♦♠♣✉3❛3✐♦♥❛❧ ❜✉$❞❡♥'✳ ❚❤❡② 3❤✉' $❡❧② ♦♥ '♦♠❡ '3$✉❝3✉$❛❧ '✐♠♣❧✐✜❝❛✲

3✐♦♥'✳ ❋♦$ ✐♥'3❛♥❝❡✱ ♠♦'3 ❙❈▼' ✐❣♥♦$❡ ❝❛$❜♦♥ ❛♥❞ ❝❧✐♠❛3❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦' ✐♥ 3❤❡✐$ ❞❡'❝$✐♣3✐♦♥ ♦❢ 3❤❡

❝❛$❜♦♥ ❞②♥❛♠✐❝'✳ ❙✉❝❤ '✐♠♣❧✐✜❝❛3✐♦♥' ✐♥❞✉❝❡ ❜✐❛'✳ ❆' ❛♥ ✐❧❧✉'3$❛3✐♦♥✱ ✈❛♥ ❱✉✉$❡♥ ❡3 ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮

'❤♦✇ ❤♦✇ ❞✐✛❡$❡♥3❧② ❝❛$❜♦♥ ❝②❝❧❡ ❝❛♥ ❜❡❤❛✈❡ ✇✐3❤✐♥ ❛ '3❛♥❞❛$❞ ✐♠♣✉❧'❡✲$❡'♣♦♥'❡ ❡①♣❡$✐♠❡♥3✱

❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✇❤❡3❤❡$ ✐3 ✐♥❝❧✉❞❡' ♦$ ♥♦3 ❢❡❡❞❜❛❝❦'✳ ❙❡❝♦♥❞✱ 3❤❡$❡ ✐' ❛ ♣❛$❛♠❡3$✐❝ ✉♥❝❡$3❛✐♥3②

❞✉❡ 3♦ 3❤❡ ✐♥3$✐♥'✐❝ ✈♦❧❛3✐❧✐3② ♦❢ 3❤❡ ♥❛3✉$❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❛3 '3❛❦❡✱ ❛' ✇❡❧❧ ❛' 3❤❡ ✐♠♣❡$❢❡❝3✐♦♥

♦❢ ♠❡❛'✉$❡' ❛♥❞ '3❛3✐'3✐❝❛❧ ❡'3✐♠❛3✐♦♥'✳ ❆' ❛♥ ✐❧❧✉'3$❛3✐♦♥✱ ❑♥✉33✐ ❛♥❞ ❍❡❣❡$❧ ✭✷✵✵✽✮ ❡①❤✐❜✐3'

❞✐✛❡$❡♥3 ❞✐'3$✐❜✉3✐♦♥' ❛♥❞ $❛♥❣❡' ❢♦$ 3❤❡ ❝❧✐♠❛3❡ '❡♥'✐3✐✈✐3② ❜❛'❡❞ ♦♥ ❞✐✛❡$❡♥3 ❧✐♥❡' ♦❢ ❡✈✐❞❡♥❝❡✳

❆♥❞ 3❤✐$❞✱ 3❤❡$❡ ✐' ❛ ❢♦$♠ ♦❢ ❵'❡❧❡❝3✐♦♥ ❜✐❛'✬ ❞✉❡ 3♦ ❤❡3❡$♦❣❡♥❡♦✉' ❞❡❣$❡❡' ♦❢ ✐♥❢♦$♠❛3✐♦♥ ♦♥

♣❛$❛♠❡3❡$' ❡'3✐♠❛3✐♦♥ ❛♥❞ ❝❛❧✐❜$❛3✐♦♥✳ ❖✈❡$❛❧❧✱ ■❆▼✲❙❈▼' ♠♦❞❡❧❧❡$' ♠❛② ❤❛✈❡ ❛ 3❡♥❞❡♥❝② 3♦

♣❛② ♠♦$❡ ❛33❡♥3✐♦♥ 3♦ '♦♠❡ ♣❛$❛♠❡3❡$'✱ ❜❛'❡❞ ♦♥ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥❢♦$♠❛3✐♦♥✳

✷✳✸✳ ❘♦❜✉,' ♦♣'✐♠✐③❛'✐♦♥ ❛♣♣&♦❛❝❤

▲❡3 ✉' ❝♦♥'✐❞❡$ ❛❣❛✐♥ ♦✉$ ❜❛'✐❝ ■❆▼ ❢♦$♠✉❧❛3✐♦♥✿

✭!✮ :







maxx f(x)
s.t. g(x) ≤ 0
h(x, a) ≤ 0

✭✻✮

✇❤❡$❡ x ∈ R
n
✐' ❛ ✈❡❝3♦$ ♦❢ ❞❡❝✐'✐♦♥ ✈❛$✐❛❜❧❡'✱ ❛♥❞ a ∈ R

m
✐' ❛ ✈❡❝3♦$ ♦❢ ✉♥❝❡$3❛✐♥ ♣❛$❛♠❡3❡$'

✐♥ h(x, a)✳ ■♥ ✇❤❛3 ❢♦❧❧♦✇'✱ h ✇✐❧❧ ❜❡ ❛ 3❡♠♣❡$❛3✉$❡ ❝♦♥'3$❛✐♥3✳ ❲❡ ❛''✉♠❡ 3❤❛3 ❛♥② $❡❛❧✐③❛3✐♦♥
ai ♠✐❣❤3 3❛❦❡ ♦♥ ♦❢ 3❤$❡❡ ✈❛❧✉❡' {a

−

i , āi, a
+
i }✱ ❡❛❝❤ $❡♣$❡'❡♥3✐♥❣ 3❤❡ ❧♦✇❡'3 ✈❛❧✉❡✱ ♥♦♠✐♥❛❧ ✈❛❧✉❡✱

❛♥❞ ❤✐❣❤❡'3 ✈❛❧✉❡✱ $❡'♣❡❝3✐✈❡❧②✳ ❚❤✐' ✉♥❝❡$3❛✐♥3② 3②♣✐❝❛❧❧② ❣✐✈❡' $✐'❡ 3♦ 3❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ '♣❛❝❡ ♦❢

♣♦''✐❜❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛3❡' ❢♦$ a✿

U =
{

a ∈ R
m | ∃ z+ ∈ {0, 1}m, z− ∈ {0, 1}m, z+ + z− ≤ 1, ai = āi + (a+i − āi)z

+ + (a−i − āi)z
−
}

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❇❡$3'✐♠❛' ❛♥❞ ❙✐♠ ✭✷✵✵✹✮✱ ✐3 ✐' ♣♦''✐❜❧❡ 3♦ ❝♦♥3$♦❧ 3❤❡ ❞❡❣$❡❡ ♦❢ ♣❡''✐♠✐'♠ ♦❢ 3❤❡

'♦❧✉3✐♦♥ ❜② ❛❧❧♦✇✐♥❣ ♦♥❧② ❛ '✉❜'❡3 ♦❢ ♣❛$❛♠❡3❡$' 3♦ ❞❡✈✐❛3❡ ❢$♦♠ 3❤❡✐$ ♥♦♠✐♥❛❧ ✈❛❧✉❡'✳ ❚❤❡

❝♦♥❝❡♣3 ♦❢ 3❤❡ ✉♥❝❡$3❛✐♥3② ❜✉❞❣❡3 ✐' ❜❛'❡❞ ♦♥ 3❤❡ ❢❛❝3 3❤❛3 ✐3 ✐' ❤✐❣❤❧② ✉♥❧✐❦❡❧② 3❤❛3 ❛❧❧ 3❤❡

♣❛$❛♠❡3❡$' 3❛❦❡ ♦♥❡ ♦❢ 3❤❡✐$ 3✇♦ ❡①3$❡♠❡ ✈❛❧✉❡' ❛3 3❤❡ '❛♠❡ 3✐♠❡✳ ❚❤✐' ♠♦3✐✈❛3❡' 3❤❡ ✉'❡ ♦❢ 3❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ $♦❜✉'3 ❝♦✉♥3❡$♣❛$3 ♦❢ 3❤❡ ✐♥✐3✐❛❧ ♣$♦❜❧❡♠✿

✭❘❈✮ :







max f(x)
s.t. g(x) ≤ 0
h(x, a) ≤ 0, ∀a ∈ U(Γ)

✭✼✮

✇✐3❤

U(Γ) =

{

a ∈ R
m

∣

∣

∣

∣

∃ z+ ∈ {0, 1}m, z− ∈ {0, 1}m,
z+ + z− ≤ 1,

∑

i z
+
i + z−i ≤ Γ

ai = āi + (a+i − āi)z
+
i + (a−i − āi)z

−

i

}

✇❤❡$❡ Γ ∈ {0, 1, 2, . . . , n} ✐' 3❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ ♣❛$❛♠❡3❡$' 3❛❦✐♥❣ ♦♥❡ ♦❢ 3❤❡✐$ ❡①3$❡♠❡

✈❛❧✉❡'✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ❜❡❤✐♥❞ 3❤❡ $♦❜✉'3✐✜❝❛3✐♦♥ ♦❢ h ✐' 3❤❛3 3❤❡ '♦❧✉3✐♦♥ ♦❢ 3❤❡ ❡♥❡$❣②✲❡❝♦♥♦♠②

✺



♣!♦❜❧❡♠ '❤♦✉❧❞ ❜❡ ❢❡❛'✐❜❧❡ ❢♦! ❛♥② ❵♥❛1✉!❡✲❝♦♥1!♦❧❧❡❞✬ !❡❛❧✐③❛1✐♦♥ ♦❢ 1❤❡ ✉♥❝❡!1❛✐♥ ♣❛!❛♠❡1❡!'

✐♥ ❡✳❣✳ 1❤❡ 1❡♠♣❡!❛1✉!❡ ❝♦♥'1!❛✐♥1✳ ❚❤✉'✱ ✇❡ ✇❛♥1 1♦ ✐❞❡♥1✐❢② 1❤❡ ✇♦!'1✲❝❛'❡ ❝♦♠❜✐♥❛1✐♦♥ ♦❢

♣❛!❛♠❡1❡!' ✐♥ h ❝♦♥'1!❛✐♥❡❞ ❜② 1❤❡ ✉♥❝❡!1❛✐♥1② ❜✉❞❣❡1 Γ✳ ❋♦! ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛''✉♠✐♥❣ ✇❡ ✇❛♥1 1♦

❞❡1❡!♠✐♥❡ ♦♣1✐♠❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♠✐1✐❣❛1✐♦♥ ❝❤♦✐❝❡' 1♦ ❧✐♠✐1 ❣❧♦❜❛❧ ✇❛!♠✐♥❣ ❜❡❧♦✇ ✷

◦
❈✱ ✇❡ ♥❡❡❞ 1♦

✐❞❡♥1✐❢② 1!❛❥❡❝1♦!✐❡' 1❤❛1 ♠❡❡1 1❤❡ 1❡♠♣❡!❛1✉!❡ 1❛!❣❡1 ❡✈❡♥ 1❤♦✉❣❤ '♦♠❡ ♦❢ 1❤❡ ❝❧✐♠❛1❡ ♣❛!❛♠❡1❡!'

✇❡!❡ ✇!♦♥❣❧② ❡'1✐♠❛1❡❞✳ ❲❡ ❛''✉♠❡ 1❤❛1 ❞❡❝✐'✐♦♥' '❤❛❧❧ ❜❡ 1❛❦❡♥ ❜❡❢♦!❡ 1❤❡ ❛❝1✉❛❧ ✈❛❧✉❡' ♦❢ 1❤❡

♣❛!❛♠❡1❡!' ❛!❡ ❦♥♦✇♥✱ 1♦ !❡✢❡❝1 1❤❡ ❝✉!!❡♥1 '1❛1✉' ♦❢ ♣♦❧✐1✐❝❛❧ ❞✐'❝✉''✐♦♥' ❛♥❞ '❝✐❡♥1✐✜❝ ♣!♦❣!❡''

✐♥ ❝❧✐♠❛1❡ '❝✐❡♥❝❡✳

❯♥❞❡! ❧✐♥❡❛!✐1② ❝♦♥❞✐1✐♦♥' ♦❢ h(x, a) ✇✐1❤ !❡'♣❡❝1 1♦ a✱ 1❤❡ ✉♥❝❡!1❛✐♥1② '❡1 U(Γ) ❝❛♥ ❜❡

❡F✉✐✈❛❧❡♥1❧② !❡♣❧❛❝❡❞ ✇✐1❤ ✐1' ❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧

✷

✿

U
′(Γ) =

{

a ∈ R
m

∣

∣

∣

∣

∃ z+ ∈ [0, 1]m, z− ∈ [0, 1]m,
z+ + z− ≤ 1,

∑

i z
+
i + z−i ≤ Γ

ai = āi + (a+i − āi)z
+ + (a−i − āi)z

−

}

❛♥❞ 1❤❡ !♦❜✉'1 ❝♦♥'1!❛✐♥1 ❝❛♥ ❜❡ !❡❢♦!♠✉❧❛1❡❞ ✉'✐♥❣ '1!♦♥❣ ❞✉❛❧✐1② ❛'✿

{

h(x, ā) +
∑

i max
(

(a−i − āi)h
′

i(x)− v; 0; (a+i − āi)h
′

i(x)− v
)

+ Γv ≤ 0
v ≥ 0

✭✽✮

✇❤❡!❡ v ∈ R ✐' ❛♥ ❛❞❞✐1✐♦♥❛❧ ❞❡❝✐'✐♦♥ ✈❛!✐❛❜❧❡ 1❤❛1 ♥❡❡❞ 1♦ ❜❡ ♦♣1✐♠✐③❡❞ ❥♦✐♥1❧② ✇✐1❤ x✱ ❛♥❞

✇❤❡!❡ h′i(x) ✐' 1❤❡ ❞❡!✐✈❛1✐✈❡ ♦❢ h(x, a) ✇✐1❤ !❡'♣❡❝1 1♦ ai✳

❚❤❡ !♦❜✉'1 ♣!♦❜❧❡♠ ❝❛♥ 1❤❡♥ ❜❡ !❡❢♦!♠✉❧❛1❡❞ ❜② ✐♥❝♦!♣♦!❛1✐♥❣ 1❤✐' ♥❡✇ '❡1 ♦❢ ❝♦♥'1!❛✐♥1

✐♥ 1❤❡ ♦!✐❣✐♥❛❧ ♣!♦❜❧❡♠ ✭'❡❡ ❇❡!1'✐♠❛' ❛♥❞ ❙✐♠✱ ✷✵✵✹✱ ❢♦! 1❤❡ ♦!✐❣✐♥❛❧ ❞✐'❝✉''✐♦♥ ❛❜♦✉1 '✉❝❤ ❛

!❡❢♦!♠✉❧❛1✐♦♥✮✳ ❯♥❢♦!1✉♥❛1❡❧②✱ '✉❝❤ !❡❢♦!♠✉❧❛1✐♦♥' ❛!❡ ♥♦1 ❛❧✇❛②' ♣♦''✐❜❧❡✳ ❇❡②♦♥❞ 1❤❡ '1!✐❝1❧②

❧✐♥❡❛! ❝❛'❡✱ ❇❡♥✲1❛❧ ❡1 ❛❧✳ ✭✷✵✶✷✮ ♣!♦♣♦'❡' ❛ ♠❡1❤♦❞♦❧♦❣② 1♦ !❡❢♦!♠✉❧❛1❡ !♦❜✉'1 ♣!♦❣!❛♠' ✐♥

1❤❡ ♠♦!❡ ❣❡♥❡!❛❧ ❝❛'❡ ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛! ❜✉1 '1✐❧❧ ❝♦♥✈❡① ❝♦♥'1!❛✐♥1' ✇❤❡♥ ✉'✐♥❣ ❝♦♥✈❡① ✉♥❝❡!1❛✐♥1②

'❡1' '✉❝❤ ❛' U ′(Γ)✳ ❨❡1✱ 1❤❡'❡ ❝♦♥❞✐1✐♦♥' 1②♣✐❝❛❧❧② ✐♥✈♦❧✈❡ 1❤❛1 ❜♦1❤ h(x, a) ❜❡ ❝♦♥❝❛✈❡ ✐♥ a

❛♥❞ 1❤❛1 1❤❡ ✉♥❝❡!1❛✐♥1② '❡1 ❜❡ ❛ ❝♦♥✈❡① '❡1✳ ❯♥❢♦!1✉♥❛1❡❧②✱ 1❤❡ ♠❡!❡ ❢❛❝1 1❤❛1 h(x, a) ❜❡ ❛

❝♦♥❝❛✈❡ ❢✉♥❝1✐♦♥ ♣!❡✈❡♥1' ♦♥❡ ❢!♦♠ !❡♣❧❛❝✐♥❣ U(Γ) ✇✐1❤ ✐1' ❝♦♥✈❡① ❤✉❧❧✳ ❚❤✐' ✐♠♣❧✐❡' 1❤❛1 '✉❝❤

!❡❢♦!♠✉❧❛1✐♦♥ ❛!❡ ✉♥❧✐❦❡❧② 1♦ ❜❡ ♦❜1❛✐♥❛❜❧❡ ❢♦! !♦❜✉'1 ♥♦♥✲❧✐♥❡❛! ❝❧✐♠❛1❡ ❝♦♥'1!❛✐♥1' ✇❤❡♥ ❛♥

✉♥❝❡!1❛✐♥1② '❡1 ❛' U ✐' ✉'❡❞✳

❆' ❛♥ ✐❧❧✉'1!❛1✐♦♥✱ ❧❡1 ✉' ❝♦♥'✐❞❡! 1❤❛1 1❡♠♣❡!❛1✉!❡ ❢♦❧❧♦✇' '♦♠❡ ❧✐♥❡❛! ❞②♥❛♠✐❝'✱ ✐✳❡✳✱ ❊F✳ ✭✹✮

❝❛♥ ❜❡ ✇!✐11❡♥ ❛'✿

Tat(t) = a1F (t) + a2Tat(t− 1) + a3Toc(t− 1) ,

✇❤❡!❡ (a1, a2, a3) ❛!❡ 1❤!❡❡ ♣❛!❛♠❡1❡!' 1❤❛1 ♠✐❣❤1 ❜❡ ❝♦♥'✐❞❡!❡❞ ✉♥❝❡!1❛✐♥✳ ❲❤❡♥ ✉♥❢♦❧❞✐♥❣ 1❤✐'

❡①♣!❡''✐♦♥ ✐♥ ♦!❞❡! 1♦ ❛''❡'' 1❤❡ ❧♦♥❣ 1❡!♠ ❡✛❡❝1 ♦❢ 1❤❡ ♣❛!❛♠❡1❡!' ♦♥ 1❤❡ 1❡♠♣❡!❛1✉!❡ ❧❡✈❡❧✱ ✇❡

❣❡1 ❡①♣!❡''✐♦♥' ♦❢ 1❤❡ ❢♦!♠✿

Tat(t) =
t

∑

τ=1

at−τ
2 a1F (τ) + at2Tat(0) +

t
∑

τ=1

at−τ
2 a3Toc(τ) ,

✇❤✐❝❤ ✐' ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢✉♥❝1✐♦♥ ♦❢ (a1, a2, a3) ❛♥❞ ❞♦❡' ♥♦1 ✐♥ ❣❡♥❡!❛❧ '❛1✐'❢② '1!✉❝1✉!❛❧ ❛''✉♠♣✲

1✐♦♥' '✉❝❤ ❛' ♠♦♥♦1♦♥✐❝✐1②✱ ❝♦♥✈❡①✐1② ♦! ❝♦♥❝❛✈✐1②✳ ❚❤✐' ♠❛❦❡' 1❤❡ ❤♦♣❡ ♦❢ ♦❜1❛✐♥✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣❛❝1

!❡❢♦!♠✉❧❛1✐♦♥ ❛' ✐♥ ✭✽✮ '♦♠❡✇❤❛1 ✉♥!❡❛❧✐'1✐❝✳

◆♦1❡ 1❤❛1 ✐1 ✐' ♣♦''✐❜❧❡ 1♦ ❛✈♦✐❞ 1❤❡ ♥❡❡❞ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❛❝1 !❡❢♦!♠✉❧❛1✐♦♥ ❜② ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛❞❞✐1✐♦♥❛❧

❝♦♥'1!❛✐♥1' 1❤❛1 ❡①❤❛✉'1✐✈❡❧② ❡♥✉♠❡!❛1❡ ❛❧❧ ♣♦''✐❜❧❡ ❝♦♠❜✐♥❛1✐♦♥ ♦❢ ❞❡✈✐❛1✐♦♥' 1❤❛1 ♥❡❡❞ 1♦ ❜❡

✈❡!✐✜❡❞ ❢♦! ❛ ❣✐✈❡♥ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ Γ✳ ❯♥❢♦!1✉♥❛1❡❧②✱ 1❤❡ ♥✉♠❜❡! ♦❢ '✉❝❤ ❝♦♠❜✐♥❛1✐♦♥' ✐♥❝!❡❛'❡'

✷

❘❡❢❡# $♦ ❡①❛♠♣❧❡ ✶✹✳✸✳✷✳❇ ✐♥ ❇❡♥✲$❛❧ ❡$ ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮ ❢♦# ❛ ♣#♦♦❢ ♦❢ $❤✐9 #❡♣#❡9❡♥$❛$✐♦♥✳

✻



❡①♣♦♥❡♥%✐❛❧❧② ✇✐%❤ ,❡-♣❡❝% %♦ m✱ %❤❡ ♥✉♠❜❡, ♦❢ ✉♥❝❡,%❛✐♥ ♣❛,❛♠❡%❡,-✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞ %❤❡ ❡①♣♦♥❡♥%✐❛❧

❣,♦✇%❤ ✐♥ %❤❡ ♣,♦❜❧❡♠ -✐③❡✱ ✇❡ -✉❣❣❡-% ❡♠♣❧♦②✐♥❣ ❛ ❝♦♥-%,❛✐♥% ❣❡♥❡,❛%✐♦♥ ♠❡%❤♦❞ %❤❛% ✇✐❧❧

❛%%❡♠♣% %♦ ✐❞❡♥%✐❢② ❛ -♠❛❧❧ -✉❜-❡% ♦❢ -✉❝❤ ❡①%,❡♠❡ ✈❛❧✉❡ ❝♦♠❜✐♥❛%✐♦♥- %❤❛% ❛,❡ -✉✣❝✐❡♥% %♦

♦❜%❛✐♥ %❤❡ ♦♣%✐♠❛❧ ,♦❜✉-% -♦❧✉%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ♣,♦❜❧❡♠✳ ❚❤✐- ❛♣♣,♦❛❝❤ ✐- ❢❛✐,❧② ❣❡♥❡,✐❝ ❛- ✐% ,❡❧✐❡-

❡♥%✐,❡❧② ♦♥ %✇♦ ♠♦❞❡-% ✭❛- ✇❡ ✇✐❧❧ -❡❡✮ ❛--✉♠♣%✐♦♥-✿ ✐✮ %❤❡ ❛❜✐❧✐%② %♦ ✐❞❡♥%✐❢② ❛ ✇♦,-%✲❝❛-❡

❝♦♠❜✐♥❛%✐♦♥ ♦❢ ❡①%,❡♠❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦, ❛ ✜①❡❞ ❞❡❝✐-✐♦♥ x❀ ❛♥❞ ✐✐✮ %❤❡ ❛❜✐❧✐%② %♦ -♦❧✈❡ %❤❡ ❘❈ ♣,♦❜❧❡♠

✇❤❡,❡ %❤❡ ,♦❜✉-% ❝♦♥-%,❛✐♥% ✐- ,❡♣❧❛❝❡❞ ❜②✿

h(x, a) ≤ 0 , ∀ a ∈ {â1, â2, . . . , âK} ✭✾✮

▲❡% ✉- ♥♦✇ ❞❡%❛✐❧ ♦✉, ♣,♦♣♦-❡❞ ❝♦♥-%,❛✐♥% ❣❡♥❡,❛%✐♦♥ ❛❧❣♦,✐%❤♠✿

✶✳ ❙❡% Û1 = {ā} ❛♥❞ k = 1

✷✳ ❙♦❧✈❡ %❤❡ ♠❛-%❡, ♣,♦❜❧❡♠ ✭MP (Û)✮ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥-✐-%- ✐♥ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ %❤❡ -♦❝✐❛❧ -✉,♣❧✉- ✉♥✲

❞❡, ❛ ,♦❜✉-% %❡♠♣❡,❛%✉,❡ ❝♦♥-%,❛✐♥% %❤❛% ❛❝❝♦✉♥%- ♦♥❧② ❢♦, ✐♥-%❛♥❝❡- ♦❢ %❤❡ ♣❛,❛♠❡%❡,- a

❝♦♥%❛✐♥❡❞ ✐♥ Û✿

✭MP (Û)✮ :



































max
x

f(x)

s.t.

g(x) ≤ 0

h(x, a) ≤ 0 , ∀ a ∈ Û

x ∈ R
n

❈❛♣%✉,❡ %❤❡ ♦♣%✐♠❛❧ %,❛❥❡❝%♦,✐❡- ✐♥ %❤✐- ♣,♦❜❧❡♠ ✇✐%❤ x∗k✳

✸✳ ●✐✈❡♥ -♦♠❡ ♦♣%✐♠❛❧ %,❛❥❡❝%♦,✐❡-✱ ✐❞❡♥%✐❢② %❤❡ ✇♦,-%✲❝❛-❡ -❝❡♥❛,✐♦ ✐♥ U ❢♦, %❤❡ ♣❛,❛♠❡%❡,-

♦❢ %❤❡ %❡♠♣❡,❛%✉,❡ ❝♦♥-%,❛✐♥% ❢✉♥❝%✐♦♥ ❜② -♦❧✈✐♥❣ %❤❡ SP (x∗k) ✇♦,-%✲❝❛-❡ ❛♥❛❧②-✐- ♣,♦❜❧❡♠✿

✭SP (x∗k)✮ :
{

max
a∈U(Γ)

h(x∗k, a)

❈❛♣%✉,❡ %❤❡ ✇♦,-%✲❝❛-❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ %❤✐- ♣,♦❜❧❡♠ ❛- h∗k ❛♥❞ ♦♥❡ ♦❢ %❤❡ ❛--✐❣♥♠❡♥%- %❤❛% ❛❝❤✐❡✈❡

%❤❡ ✇♦,-%✲❝❛-❡ ✈❛❧✉❡ ❛- a∗k✳

✹✳ ■❢ h∗k ≤ 0✱ %❡,♠✐♥❛%❡ %❤❡ ❛❧❣♦,✐%❤♠ ❛♥❞ ,❡%✉,♥ x∗k ❛- %❤❡ ♦♣%✐♠❛❧ ,♦❜✉-% %,❛❥❡❝%♦,✐❡- ♦❢

♣,♦❜❧❡♠ ✭M✮ ✐♥ ❊O✳ ✭✻✮✳ ❖%❤❡,✇✐-❡✱ ❛❞❞ a∗k ✐♥ %❤❡ -❡% Û✱ ✐♥❝,❡❛-❡ k ❜② ♦♥❡✱ ❛♥❞ ❣♦ %♦

❙%❡♣ ✷✳

✸✳ ❆♣♣❧✐❝❛(✐♦♥ (♦ ❚■❆▼✲❲♦0❧❞

✸✳✶✳ ❚■❆▼✲❲♦*❧❞

✸✳✶✳✶✳ ▼♦❞❡❧ ♦✈❡)✈✐❡✇

❚❤❡ ❚■▼❊❙ ■♥%❡❣,❛%❡❞ ❆--❡--♠❡♥% ▼♦❞❡❧ ✭❚■❆▼✲❲♦,❧❞✮ ✐- ❛ ❞❡%❛✐❧❡❞✱ ❣❧♦❜❛❧✱ ♠✉❧%✐✲,❡❣✐♦♥

%❡❝❤♥♦❧♦❣②✲,✐❝❤ ♠♦❞❡❧ ♦❢ %❤❡ ❡♥❡,❣②✴❡♠✐--✐♦♥ -②-%❡♠ ♦❢ %❤❡ ✇♦,❧❞✳ ■% ✐- ❜❛-❡❞ ♦♥ %❤❡ ❚■▼❊❙ ✭❚❤❡

■♥%❡❣,❛%❡❞ ▼❆❘❑❆▲✲❊❋❖▼ ❙②-%❡♠✮ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♣❛,❛❞✐❣♠✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣✉%❡- ❛♥ ✐♥%❡,✲%❡♠♣♦,❛❧

❞②♥❛♠✐❝ ♣❛,%✐❛❧ ❡O✉✐❧✐❜,✐✉♠ ♦♥ ❡♥❡,❣② ❛♥❞ ❡♠✐--✐♦♥ ♠❛,❦❡%- ❜❛-❡❞ ♦♥ %❤❡ ♠❛①✐♠✐③❛%✐♦♥ ♦❢ %♦%❛❧

-✉,♣❧✉-

✸

✳ ❚■❆▼✲❲♦,❧❞ ✐- ❞❡-❝,✐❜❡❞ ✐♥ ▲♦✉❧♦✉ ✭✷✵✵✽✮ ❛♥❞ ✐♥ ▲♦✉❧♦✉ ❛♥❞ ▲❛❜,✐❡% ✭✷✵✵✽✮✳ ■% ✐-

✸

❆ ❝♦♠♣❧❡'❡ ❞❡)❝*✐♣'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ❚■▼❊❙ ❡4✉❛'✐♦♥) ❛♣♣❡❛*) ✐♥ ✇✇✇✳❡')❛♣✳♦*❣✴❞♦❝✉♠❡♥'❛'✐♦♥✳

✼



































min
∑

t c
T
t xt

s.t.

Ltxt ≥ bt, xt ∈ R
n, Lt ∈ R

m∗n
✱ ✭"❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥,"-❛✐♥",✮

Dtxt ≥ dt, xt ∈ R
n, Dt ∈ R

d∗n
✱ ✭❞❡♠❛♥❞ ❝♦♥,"-❛✐♥",✮

yt ≤ wt, ✇✐"❤ yt = Ayt−1 + Fxt ✱ ✭-❡❝✉-,✐✈❡ ❝❧✐♠❛"❡ ❝♦♥,"-❛✐♥",✮

xt ∈ R
n, yt ∈ R

w, A ∈ R
w∗w, F ∈ R

w∗n

❚❤❡ ♦❜❥❡❝"✐✈❡ ❢✉♥❝"✐♦♥ ✐, "❤❡ "♦"❛❧ ❝♦," ♦❢ "❤❡ ,②,"❡♠✳ ■" ✐♥❝❧✉❞❡,✱ ❛♠♦♥❣ ♦"❤❡-,✿ ✐♥✈❡,"♠❡♥"

❝♦,",✱ ♦♣❡-❛"✐♥❣ ❝♦,", ♦❢ "❤❡ ✈❛-✐♦✉, ,❡❝"♦-,✱ "❛①❡,✱ "-❛♥,♣♦-"❛"✐♦♥ ❝♦,", ❜❡"✇❡❡♥ ❣❡♦❣-❛♣❤✐❝❛❧

③♦♥❡,✳✳✳ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥,"-❛✐♥", ❝♦✈❡- ❝❛♣❛❝✐"② ❧✐♠✐",✱ ,✉♣♣❧② ❧✐♠✐",✱ ②✐❡❧❞,✱ "❤❡ ❛❧❧♦✇❡❞ ❣-♦✇"❤

-❛"❡, ♦❢ "❤❡ ♣-♦❝❡,,❡, ✐♥ "❤❡ ✈❛-✐♦✉, ,❡❝"♦-,✳ ❉❡♠❛♥❞ ❝♦♥,"-❛✐♥", ✐♥❝❧✉❞❡ ❡❛❝❤ ③♦♥❡✬, ❡♥❡-❣②

,❡-✈✐❝❡ ❞❡♠❛♥❞, ❛♥❞ ❝❧✐♠❛"❡ ❝♦♥,"-❛✐♥", ❡♠❜-❛❝❡ ❧✐♠✐", ♦♥ ●❍● ❡♠✐,,✐♦♥, ♦- ,"♦❝❦, ✐♥ "❤❡

❛"♠♦,♣❤❡-❡ ♦- ♦♥ "❡♠♣❡-❛"✉-❡ ✐♥❝-❡❛,❡✳ ❚❤❡,❡ ❧❛""❡- ❝♦♥,"-❛✐♥", ❜❡❧♦♥❣ "♦ ❛♥ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉, ❝❧✐♠❛"❡

♠♦❞✉❧❡✳ ◆♦"❡ "❤❛" "❤❡ ❈❖2✱ ❈❍4 ❛♥❞ ◆2❖ ❡♠✐,,✐♦♥, -❡❧❛"❡❞ "♦ "❤❡ ❡♥❡-❣② ,❡❝"♦- ❛-❡ ❡①♣❧✐❝✐"❧②

-❡♣-❡,❡♥"❡❞ ❜② "❤❡ ❡♥❡-❣② "❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡, ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ "❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ♥♦♥❡♥❡-❣②✲-❡❧❛"❡❞ ❈❖ 2✱ ❈❍4

❛♥❞ ◆2❖ ❡♠✐,,✐♦♥, ✭❧❛♥❞✜❧❧,✱ ♠❛♥✉-❡✱ -✐❝❡ ♣❛❞❞✐❡,✱ ❡♥"❡-✐❝ ❢❡-♠❡♥"❛"✐♦♥✱ ✇❛,"❡ ✇❛"❡-✱ ❛♥❞ ❧❛♥❞

✉,❡✮ ❛-❡ ❛❧,♦ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ♦-❞❡- "♦ ❝♦--❡❝"❧② -❡♣-❡,❡♥" "❤❡ -❛❞✐❛"✐✈❡ ❢♦-❝✐♥❣ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② "❤❡♠✱ ❜✉"

"❤❡② ❛-❡ ❡①♦❣❡♥♦✉,❧② ❞❡✜♥❡❞✳ ❊♠✐,,✐♦♥, ❢-♦♠ ,♦♠❡ ❑②♦"♦ ❣❛,❡, ✭❈❋❈,✱ ❍❋❈,✱ ❛♥❞ ❙❋✻✮ ❛-❡ ♥♦"

❡①♣❧✐❝✐"❧② ♠♦❞❡❧❧❡❞✱ ❜✉" ❛ ,♣❡❝✐❛❧ -❛❞✐❛"✐✈❡ ❢♦-❝✐♥❣ "❡-♠ ✐, ❛❞❞❡❞ ✐♥ "❤❡ ❝❧✐♠❛"❡ ♠♦❞✉❧❡✳

✸✳✶✳✷✳ ❚❤❡ ❝❧✐♠❛,❡ ♠♦❞✉❧❡

❚❤❡ ❝❧✐♠❛"❡ ♠♦❞✉❧❡ ✉,❡❞ ✐♥ ❚■❆▼✲❲♦-❧❞ ❢♦- "❤✐, ✇♦-❦ ✐, ❛♥ ❛❞❛♣"❡❞ ✈❡-,✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞❡✈❡❧✲

♦♣❡❞ ❜② ◆♦-❞❤❛✉, ❛♥❞ ❇♦②❡- ✭✶✾✾✾✮✳ ●-❡❡♥❤♦✉,❡ ❣❛, ❝♦♥❝❡♥"-❛"✐♦♥ ❛♥❞ "❡♠♣❡-❛"✉-❡ ❝❤❛♥❣❡, ❛-❡

❝❛❧❝✉❧❛"❡❞ ❢-♦♠ ❧✐♥❡❛- -❡❝✉-,✐✈❡ ❡T✉❛"✐♦♥,✳ ❲❡ ❜-✐❡✢② ♣-❡,❡♥" ✐", ❝❤❛-❛❝"❡-✐,"✐❝, ❤❡-❡✱ ❛ ❞❡"❛✐❧❡❞

❞❡,❝-✐♣"✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ▲♦✉❧♦✉ ❡" ❛❧✳ ✭✷✵✶✵✮✳

❚❤❡ ❝❧✐♠❛"❡ -❡♣-❡,❡♥"❛"✐♦♥ ✐♥ ❚■❆▼✲❲♦-❧❞ ✐, ❝❤❛-❛❝"❡-✐③❡❞ ❜② "❤-❡❡ ,"❡♣,✳ ❋✐-,"✱ "❤❡ ●❍●,

❡♠✐""❡❞ ❜② ❛♥"❤-♦♣♦❣❡♥✐❝ ❛❝"✐✈✐"✐❡, ❛❝❝✉♠✉❧❛"❡ ✐♥ "❤❡ ❛"♠♦,♣❤❡-❡❀ ❡①❝❤❛♥❣❡, ✇✐"❤ "❤❡ ✉♣♣❡-

❛♥❞ ❞❡❡♣ ♦❝❡❛♥ ❧❛②❡-, ♦❝❝✉- "❤❡♥ ❢♦- ❈❖2✱ ✇❤✐❧❡ "❤❡ ❞✐,,✐♣❛"✐♦♥ ♦❢ ❈❍4 ❛♥❞ ◆2❖ ✐, ❞❡,❝-✐❜❡❞

✇✐"❤ ,✐♥❣❧❡ ❛"♠♦,♣❤❡-✐❝ ❞❡❝❛② ♣❛-❛♠❡"❡-,✳ ❚❤❡ "❡--❡,"-✐❛❧ ❝❛-❜♦♥ ❝②❝❧❡ ♦❢ "❤✐, ❝❧✐♠❛"❡ ♠♦❞✉❧❡

✐, ❞❡♣✐❝"❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉-❡ ✷✳ ❋♦-♠❛❧❧②✱ "❤❡ ♦♥❡✲②❡❛-✲❧❛❣❣❡❞ ❞②♥❛♠✐❝, ♦❢ "❤❡ "❤-❡❡ ❞❡"❛✐❧❡❞ ❣-❡❡♥❤♦✉,❡

❣❛,❡, ❛-❡ "❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✭,❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆ ❢♦- ❞❡"❛✐❧❡❞ ❡T✉❛"✐♦♥,✮✿

M
g
t = ΦgM

g
t−1 + FE

g
t ✭✶✵✮

✇❤❡-❡ M
g
t ✐, "❤❡ ✈❡❝"♦- ♦❢ "❤❡ ♠❛,, ♦❢ ❣❛, g ❛❝-♦,, "❤❡ ❞✐✛❡-❡♥" -❡,❡-✈♦✐-, ✐♥ ②❡❛- t✱ E

g
t ✐, "❤❡

❡♠✐,,✐♦♥ ♦❢ ❣❛, g ✐♥ ②❡❛- t ✭❢-♦♠ "❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❡♥❡-❣② ♠♦❞❡❧✮✱ g ∈ G = {❈❖2✱❈❍4✱◆2❖} ❛♥❞

r : reservoirs ∈ R = {Atmosphere, UpperLayer, LowerLayer}✳ ❚❤✐, ,❡" ♦❢ ❡T✉❛"✐♦♥, ❞❡✜♥✐♥❣

"❤❡ "✐♠❡ ♣-♦✜❧❡, ♦❢ ❛"♠♦,♣❤❡-✐❝ ●❍●, ✐, "❤❡♥ ✉,❡❞ "♦ ❝♦♠♣✉"❡ "❤❡ -❛❞✐❛"✐✈❡ ❢♦-❝✐♥❣✳ ■" ✐,

❝♦♠♠♦♥ "♦ ❝♦♥,✐❞❡- "❤❛" ❢♦-❝✐♥❣, ❛-❡ ❛❞❞✐"✐✈❡✱ ,♦ "❤❛"✿

∆Ft =
∑

g∈G

∆F g
t + Exft ✭✶✶✮

✇❤❡-❡ ∆F g
t ✐, "❤❡ ❢♦-❝✐♥❣ ♦❢ ❣❛, g ✐♥ ♣❡-✐♦❞ t ❛♥❞ Exft ❝♦--❡,♣♦♥❞, "♦ ❛♥ ❡①♦❣❡♥♦✉, ❛,,✉♠♣"✐♦♥

♦❢ ❢♦-❝✐♥❣ ❢♦- ❛❧❧ ❣❛,❡, ♦"❤❡- "❤❛♥ ❝❛-❜♦♥ ❞✐♦①✐❞❡✱ ♠❡"❤❛♥❡ ❛♥❞ ♥✐"-♦✉, ♦①✐❞❡✳ ❚❤❡ ❝✉--❡♥"

❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦♥ -❛❞✐❛"✐✈❡ ❢♦-❝✐♥❣ ,✉❣❣❡,", "❤❛" ♥♦♥❡ ♦❢ "❤❡,❡ "❡-♠, ✐, ❧✐♥❡❛- ✐♥ "❤❡ ❛"♠♦,♣❤❡-✐❝

,"♦❝❦ ♦❢ ❣❛,❀ "❤❡ ❧✐♥❡❛-✐③❛"✐♦♥ ✉,❡❞ ❤❡-❡ ✐, ♣-♦♣♦,❡❞ ❜② ▲♦✉❧♦✉ ❡" ❛❧✳ ✭✷✵✶✵✮✿

∆F g
t = γgA

g + γgB
gM

g
t , ✭✶✷✮

✾



γ 2 g = 2

[

∆Tup

∆T lo

]

t

= S

[

∆Tup

∆T lo

]

t−1

+

[

σ1
0

]

∆Ft,

S =

[

1− σ1

(

γ
CS

+ σ2

)

σ1σ2

σ3 1− σ3

]

.

∆Tup ∆T lo

CS

σ1 σ3
year−1 σ2



 ❛"❛♠❡%❡" ❉❡'❝"✐♣%✐♦♥

◆♦♠✐♥❛❧

✈❛❧✉❡

▲♦✇❡"

❜♦✉♥❞

❯♣♣❡"

❜♦✉♥❞

φa−u

❆!♠♦$♣❤❡(❡ !♦ ✉♣♣❡(

❧❛②❡( ❝❛(❜♦♥ !(❛♥$❢❡(

❝♦❡✣❝✐❡♥! ✭❛♥♥✉❛❧✮

✵✳✵✹✻ ✵✳✵✹✸✾✸ ✵✳✵✹✽✵✼

φu−a

❯♣♣❡( ❧❛②❡( !♦ ❛!♠♦✲

$♣❤❡(❡ ❝❛(❜♦♥ !(❛♥$❢❡(

❝♦❡✣❝✐❡♥! ✭❛♥♥✉❛❧✮

✵✳✵✹✺✸ ✵✳✵✹✸✷✻ ✵✳✵✹✼✸

φu−l

❯♣♣❡( !♦ ❧♦✇❡( ❧❛②❡( ❝❛(✲

❜♦♥ !(❛♥$❢❡( ❝♦❡✣❝✐❡♥!

✭❛♥♥✉❛❧✮

✵✳✵✶✹✻ ✵✳✵✶✸✾ ✵✳✵✶✺✷✻

φl−u

▲♦✇❡( !♦ ✉♣♣❡( ❧❛②❡( ❝❛(✲

❜♦♥ !(❛♥$❢❡( ❝♦❡✣❝✐❡♥!

✭❛♥♥✉❛❧✮

✵✳✵✵✵✺✸ ✵✳✵✵✵✺✶ ✵✳✵✵✵✺✺

γ
❘❛❞✐❛!✐✈❡ ❢♦(❝✐♥❣ ❢(♦♠

❞♦✉❜❧✐♥❣ ♦❢ CO2
✸✳✼ ✷✳✾ ✹✳✺

CS
❈❧✐♠❛!❡ $❡♥$✐!✐✈✐!② ❢(♦♠

❞♦✉❜❧✐♥❣ ♦❢ CO2
✷✳✾ ✶✳✸ ✹✳✺

σ1
❆❞❥✉$!♠❡♥! $♣❡❡❞ ♦❢ ❛!✲

♠♦$♣❤❡(✐❝ !❡♠♣❡(❛!✉(❡

✵✳✵✷✹ ✵✳✵✷✶✻ ✵✳✵✷✻✹

σ2
❍❡❛! ❧♦$$ ❢(♦♠ ❛!♠♦✲

$♣❤❡(❡ !♦ ❞❡❡♣ ♦❝❡❛♥

✵✳✹✹ ✵✳✸✾✻ ✵✳✹✽✹

σ3 ❍❡❛! ❣❛✐♥ ❜② ❞❡❡♣ ♦❝❡❛♥ ✵✳✵✵✷ ✵✳✵✵✶✽ ✵✳✵✵✷✷

❚❛❜❧❡ ✶✿ ◆♦♠✐♥❛❧ ✈❛❧✉❡$ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞$ ❢♦( ❝❧✐♠❛!❡ ♣❛(❛♠❡!❡($

✸✳✸✳ ❘♦❜✉&' ❢♦)♠✉❧❛'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ❝❧✐♠❛'❡ ♣)♦❜❧❡♠

❇❛"❡❞ ♦♥ '❤❡ ✉♥❝❡+'❛✐♥'② '❤❛' ✇❛" ❞❡"❝+✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❞❡"❝+✐❜❡ ❛ +♦❜✉"' ❝♦✉♥'❡+♣❛+' ♦❢

❚■❆▼ ❛" ❢♦❧❧♦✇" ✿







































min
x

∑

t

cTt xt

"✳'✳ Ltxt ≥ bt ✭'❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥"'+❛✐♥'"✮

Dtxt ≥ dt ✭❞❡♠❛♥❞ ❝♦♥"'+❛✐♥'"✮

yt(x,A, F ) ≤ wt , ∀ (A,F ) ∈ U(Γ) ✭+♦❜✉"' '❡♠♣❡+❛'✉+❡ ❝♦♥"'+❛✐♥'"✮

x ∈ R
n
+

✇❤❡+❡ '❤❡ ❝❧✐♠❛'❡ ❡?✉❛'✐♦♥ ✐" ✇+✐''❡♥ ❛"✿

yt(x,A, F ) =
t

∑

τ=1

At−τFxτ +Aty0

❛♥❞ ✇❤❡+❡ ✐♥'✉✐'✐✈❡❧② '❤❡ ✉♥❝❡+'❛✐♥'② "❡' U(Γ) ✐♥❝❧✉❞❡" ❛♥② ♣❛✐+ ♦❢ ♠❛'+✐❝❡" (A,F ) '❤❛' ❝❛♥ ❜❡
♦❜'❛✐♥❡❞ ❜② "❡''✐♥❣ ❧❡"" '❤❛♥ Γ ♦❢ '❤❡ ✉♥❝❡+'❛✐♥ ♣❛+❛♠❡'❡+" ❞❡"❝+✐❜❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶ '♦ ♦♥❡ ♦❢ '❤❡✐+
❡①'+❡♠❡ ✈❛❧✉❡"✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦+✐'❤♠ ❞❡"❝+✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝'✐♦♥ ✷✳✸ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❤❡+❡ ❛" ❧♦♥❣ ❛" ✇❡ ❛+❡

❛❜❧❡ '♦ "♦❧✈❡✿

✭SP (x∗k)✮ :
{

max
(A,F )∈U(Γ)

h(x∗k, A, F ) := max
t=1,...,T

yt(x,A, F )− wt ,

✶✶



❛♥❞ #❡%✉#♥ %❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ✇✐%❤ ❛ ♣❛✐# (A∗

k, F
∗

k ) %❤❛% ❛❝❤✐❡✈❡0 %❤✐0 ✇♦#0%✲❝❛0❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦# ♦♥❡

♦❢ %❤❡ %✐♠❡ ♣❡#✐♦❞ ✐♥ %❤❡ ❤♦#✐③♦♥ t = 1, . . . , T ✳
❚❤✐0 #❡0♦❧✉%✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞♦♥❡ ❜② ❡♥✉♠❡#❛%✐♥❣ %❤#♦✉❣❤ ❛❧❧ t✬0 ❛♥❞ ✐❞❡♥%✐❢②✐♥❣ ❛ ✇♦#0%✲❝❛0❡

(A∗

t , F
∗

t ) ♣❛✐# ❢♦#✿

max
(A,F )∈U(Γ)

yt(x,A, F )− wt . ✭✶✹✮

●✐✈❡♥ %❤❛% %❤❡ ❧❛#❣❡0% ✇♦#0%✲❝❛0❡ ❞✐✛❡#❡♥❝❡ ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ t✬0 ✐0 ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❛% t∗✱ %❤❡ ♦#❛❝❧❡ ✇✐❧❧ #❡%✉#♥

h∗k := yt(x,A, F ) − wt ✇✐%❤ %❤❡ ♣❛✐# (A∗

t∗ , F
∗

t∗) %♦ ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ MP (Û)✳ ❲❤✐❧❡ ✐% ♠✐❣❤% ❜❡

♣♦00✐❜❧❡ %♦ 0♦❧✈❡ ♣#♦❜❧❡♠ ✭✶✹✮ ❜② ❡♥✉♠❡#❛%✐♥❣ %❤#♦✉❣❤ ❛❧❧ %❤❡ ♣♦00✐❜❧❡ 0❝❡♥❛#✐♦0 ❢♦# A ❛♥❞ B✱

✇❡ ♣#❡0❡♥% ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ❈ %❤❡ ♣#♦❝❡❞✉#❡ %❤❛% ✇❡ ❡♠♣❧♦②❡❞✳ ■% #❡❧✐❡0 ♦♥ %❤❡ #❡0♦❧✉%✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠✐①❡❞

✐♥%❡❣❡# ❧✐♥❡❛# ♣#♦❣#❛♠ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❜❡❧✐❡✈❡ ♠✐❣❤% ❜❡ ♠♦#❡ ❡✣❝✐❡♥% ✇❤❡♥ %❤❡ ♥✉♠❜❡# ♦❢ ✉♥❝❡#%❛✐♥

♣❛#❛♠❡%❡#0 ❜❡❝♦♠❡0 ❧❛#❣❡✳

✹✳ ◆✉♠❡&✐❝❛❧ &❡+✉❧,+

❚❤✐0 0❡❝%✐♦♥ ♣#❡0❡♥%0 %❤❡ #❡0✉❧%0 ♦❜%❛✐♥❡❞ ✇✐%❤ ♦✉# #♦❜✉0% ✈❡#0✐♦♥ ♦❢ ❚■❆▼✲❲♦#❧❞✳ ❚❤❡ ✉♥❝❡#✲

%❛✐♥%② 0❡%0 ❛#❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝%✐♦♥ ✸✳✷ ❛♥❞ %❤❡ ✉♥❝❡#%❛✐♥%② ❜✉❞❣❡% %❛❦❡0 ✈❛❧✉❡ ✐♥ [0− 9] ✭✾ ❜❡✐♥❣ %❤❡

♥✉♠❜❡# ♦❢ ✉♥❝❡#%❛✐♥ ♣❛#❛♠❡%❡#0 ✐♥ %❤❡ ❝❧✐♠❛%❡ ♠♦❞✉❧❡✮✳ ❲❡ ❝♦♥0✐❞❡# %✇♦ %❡♠♣❡#❛%✉#❡ ❧✐♠✐%0 ❢♦#

%❤❡ ✇❤♦❧❡ ✷✵✵✵✲✷✷✵✵ ❤♦#✐③♦♥✿ ✷

◦
❈ ❛♥❞ ✸

◦
❈✳ ❲❡ ✇✐❧❧ 0❡❡ %❤❛% ✇✐%❤ %❤❡ ✉♥❝❡#%❛✐♥%②✲✐♠♠✉♥✐③❡❞

0♦❧✉%✐♦♥✱ %❡♠♣❡#❛%✉#❡ ♣❛%❤0 ❛#❡ ❝♦♥0✐0%❡♥% ✇✐%❤ %❤❡ ❧✐♠✐%0 ❝♦♥0✐❞❡#❡❞ ❜② %❤❡ O❛#✐0 ❆❣#❡❡♠❡♥% %♦

%❤❡ ❯◆❋❈❈❈✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ✜#0% ♣#❡0❡♥% %❡♠♣❡#❛%✉#❡ ❛♥❞ ●❍● ❡♠✐00✐♦♥ ♣#♦✜❧❡0✱ ❛♥❞ %❤❡♥ ❞✐0❝✉00

❡♥❡#❣② %#❛♥0✐%✐♦♥ ♣❛%❤✇❛②0✳

✹✳✶✳ ❚❡♠♣❡'❛)✉'❡ ❛♥❞ ❡♠✐..✐♦♥ )'❛❥❡❝)♦'✐❡.

❋✐❣✉#❡ ✸ ❣✐✈❡0 %❤❡ %❡♠♣❡#❛%✉#❡ %#❛❥❡❝%♦#✐❡0 ♦❜%❛✐♥❡❞ ✇✐%❤ %❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ✈❛❧✉❡0 ♦❢ %❤❡ ❝❧✐♠❛%❡

♣❛#❛♠❡%❡#0✱ ✇❤❡♥ %❤❡ %#❛❥❡❝%♦#② ✇✐%❤ ❞❡✈✐❛%❡❞ ♣❛#❛♠❡%❡#0 ❤❛0 %♦ #❡0♣❡❝% %❤❡ ✷

◦
❈ ♦# ✸

◦
❈

❧✐♠✐%✳ ❚❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛0 ❤❡❞❣✐♥❣ %#❛❥❡❝%♦#✐❡0✿ %❤❡② 0❤♦✉❧❞ ❜❡ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ✐♥ ♦#❞❡# %♦ #❡0♣❡❝%

%❤❡ %❡♠♣❡#❛%✉#❡ ❝♦♥0%#❛✐♥% ❡✈❡♥ ✐♥ ♣#❡0❡♥❝❡ ♦❢ ♣❛#❛♠❡%❡# ✉♥❝❡#%❛✐♥%②✳ ❋✐❣✉#❡ ✸ #❡✈❡❛❧0 %❤❛%

✉♥❝❡#%❛✐♥%② ❤❛0 ❛ 0✐❣♥✐✜❝❛♥% ✐♠♣❛❝% ♦♥ %❤❡ %❡♠♣❡#❛%✉#❡ %#❛❥❡❝%♦#✐❡0✱ ❡✈❡♥ ❢♦# %❤❡ ✉♥❝❡#%❛✐♥%②

❜✉❞❣❡%✬0 ❧♦✇ ✈❛❧✉❡0✳ ■♥ ♦#❞❡# %♦ ❡♥0✉#❡ %❤❛% %❤❡ %❡♠♣❡#❛%✉#❡ ❞♦❡0 ♥♦% ❡①❝❡❡❞ ✷

◦
❈ ✭#❡0♣❡❝%✐✈❡❧②✱

✸

◦
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❈❖2 ❝♦♥❝❡♥ %❛ ✐♦♥✱ ❤❡♥❝❡ ❡✈❡♥ ❛ -♠❛❧❧ ✈❛%✐❛ ✐♦♥ ♦❢  ❤✐- ♣❛%❛♠❡ ❡% ❧❡❛❞-  ♦ ❛ - %♦♥❣ ✐♠♣❛❝ ♦♥

 ❤❡ ❈❖2 ❛❜❛ ❡♠❡♥  ✐♠✐♥❣✳ ❲❡  ❤❡♥ ❜❡❧✐❡✈❡  ❤❛ ❛ - %♦♥❣❡% ❢♦❝✉- -❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣✉ ♦♥  ❤❡ ♦ ❤❡%

❝❧✐♠❛ ❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛%❛♠❡ ❡%-✳

❚♦ ❡♥-✉%❡  ❤❛ ✇❡ ❝♦♠♣❧② ✇✐ ❤ ❛ ✸

◦
❈ ❝♦♥- %❛✐♥ ✱  ❤❡  ❡♠♣❡%❛ ✉%❡  %❛❥❡❝ ♦%✐❡- ✇❡ -❤♦✉❧❞ ❛✐♠

❛ ✇✐ ❤  ❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ♣❛%❛♠❡ ❡%- -❤♦✉❧❞ ♥♦ ❡①❝❡❡❞ ✷✳✹

◦
❈✱ ❧❡❛❞✐♥❣  ♦ ③❡%♦ ♥❡ ❝❛%❜♦♥ ❡♠✐--✐♦♥-

❛  ❤❡ ❡♥❞ ♦❢  ❤❡ ❝❡♥ ✉%②✳ ❲✐ ❤ ❛ ✷

◦
❈ ❝♦♥- %❛✐♥ ✱ ✇❡ -❤♦✉❧❞ ❛✐♠ ❛ ✶✳✻

◦
❈ ✇✐ ❤ ♥❡❣❛ ✐✈❡ ❝❛%❜♦♥

❡♠✐--✐♦♥- ❛- -♦♦♥ ❛- ✷✵✺✵✳ ■❢  ❤❡ ✐♥-✉%❛♥❝❡ ❝♦- ✐- L✉✐ ❡ %❡❛-♦♥❛❜❧❡ ❢♦%  ❤❡ ❤✐❣❤❡% ❝♦♥- %❛✐♥ ✭❢%♦♠

✶✳✺✪  ♦ ✹✪ ♦❢  ❤❡ -②- ❡♠  ♦ ❛❧ ❞✐-❝♦✉♥ ❡❞ ❝♦- ✮✱ ✐ ✐- ❧❡--  ❤❡ ❝❛-❡ ✇✐ ❤ ❛ ✷

◦
❈ ♦❜❥❡❝ ✐✈❡✳ ■♥  ❤❡

❧❛  ❡% -✐ ✉❛ ✐♦♥✱  ❤❡ -②- ❡♠  ♦ ❛❧ ❞✐-❝♦✉♥ ❡❞ ❝♦- ✐♥❝%❡❛-❡- ❜② ✼✪ ✇❤❡♥ ✉♥❝❡% ❛✐♥ ② ✐- ❧♦✇ ❛♥❞

✉♣  ♦ ✶✹✪ ✇❤❡♥ ✐ ✐- ❤✐❣❤✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐♥ ♦%❞❡%  ♦ ❝♦♠♣❧② ✇✐ ❤ ❛ - %✐♥❣❡♥  ❛%❣❡ ✱ -❡❝ ♦%- ✇✐ ❤ ❤✐❣❤

❛❜❛ ❡♠❡♥ ❝♦- - ❤❛✈❡  ♦ ♣❛% ✐❝✐♣❛ ❡ ✐♥  ❤❡ ❣❧♦❜❛❧ %❡❞✉❝ ✐♦♥ ❡✛♦% ✳ ❚%❛♥-♣♦% ✐- ❧✐  ❧❡ ✐♠♣❛❝ ❡❞

❜②  ❤❡ ✸

◦
❈  ❛%❣❡ ✭❜✉ ❛- ✉♥❝❡% ❛✐♥ ② ❣%♦✇-✱  ❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ✢❡❡ ✐- -❧✐❣❤ ❧② ♠♦❞✐✜❡❞✮✱ ✇❤❡%❡❛-  ❤❡

✐♥ %♦❞✉❝ ✐♦♥ ♦❢ ✉♥❝❡% ❛✐♥ ② ❧❡❛❞-  ♦ ♠❛❥♦% ❢✉❡❧ ❝♦♥-✉♠♣ ✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡- ❢♦%  ❤❡ ✷

◦
❈ ❝♦♥- %❛✐♥ ✳

❚❤❡ ❛❜❛ ❡♠❡♥ - %❛ ❡❣✐❡- ❛%❡ L✉✐ ❡ ❞✐✛❡%❡♥ ❜❡ ✇❡❡♥  ❤❡  ✇♦  ❡♠♣❡%❛ ✉%❡  ❛%❣❡ -✳ ❋♦%  ❤❡

✸

◦
❈  ❛%❣❡ ✱ ❜♦ ❤  ❤❡ ❝❛%❜♦♥ ✐♥ ❡♥-✐ ② ❛♥❞  ❤❡ ♣%✐♠❛%② ❡♥❡%❣② ✐♥ ❡♥-✐ ② ♦❢  ❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ❞❡❝%❡❛-❡

✇✐ ❤ ✉♥❝❡% ❛✐♥ ② ✇❤❡%❡❛- ❢♦%  ❤❡ ✷

◦
❈  ❛%❣❡ ✱  ❤❡ ❡♥❡%❣② ✐♥ ❡♥-✐ ② ✐♥❝%❡❛-❡- ❛♥❞  ❤❡ ❝❛%❜♦♥

✐♥ ❡♥-✐ ② ❞❡❝%❡❛-❡-✳ ❚❤✐- ♠♦%❡ - %✐♥❣❡♥ ❣♦❛❧ ✐- %❡❛❝❤❡❞ ❜② ✐♥✈❡- ✐♥❣ ♠❛--✐✈❡❧② ✐♥ ❝❛%❜♦♥ %❡♠♦✈❛❧

 ❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡- -✉❝❤ ❛- ❜✐♦❡♥❡%❣② ✇✐ ❤ ❝❛%❜♦♥ ❝❛♣ ✉%❡ ❛♥❞ - ♦%❛❣❡ ✭❇❊❈❈❙✮ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ②✐❡❧❞- ♠✉❝❤

❧♦✇❡%  ❤❛♥  %❛❞✐ ✐♦♥❛❧ ❢♦--✐❧ ❢✉❡❧❡❞  ❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡-✳ ❆♥♦ ❤❡% ✐♥ ❡%❡- ✐♥❣ ❢❛❝ ♦❢  ❤❡ ✷

◦
❈ ❤❡❞❣✐♥❣

 %❛❥❡❝ ♦%✐❡- ✐-  ❤❡ ❞%❛- ✐❝ ✐♥❝%❡❛-❡ ✐♥  ❤❡ ♥✉❝❧❡❛% ❡❧❡❝ %✐❝✐ ② ♣%♦❞✉❝ ✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠❛--✐✈❡ ✉-❡ ♦❢ ♥✉❝❧❡❛%

♦% ❝❛%❜♦♥ %❡♠♦✈❛❧  ❡❝❤♥♦❧♦❣② ✐- ❤✐❣❤❧② ✉♥❝❡% ❛✐♥ ❛- ❇❊❈❈❙ ✐- ❛ ✈❡%② ❡①♣❡♥-✐✈❡  ❡❝❤♥♦❧♦❣②  ❤❛ 

✐- ♥♦ ❝♦♠♣❡ ✐ ✐✈❡ ✐♥  ❤❡ ❛❜-❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❤✐❣❤ ❈❖2 ♣%✐❝❡✱ ✇❤✐❧❡  ❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ ♦❢  ❤❡ ♥✉❝❧❡❛%

✐♥❞✉- %② ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❤❛♠♣❡%❡❞ ❜② -♦❝✐❛❧ ❛❝❝❡♣ ❛♥❝❡ ✐--✉❡-✳ ❚❤❡ ✶✳✺

◦
❈ ♦❜❥❡❝ ✐✈❡ ♠❡♥ ✐♦♥❡❞ ❞✉%✐♥❣

 ❤❡ ❈❖U✷✶ ✐- ♦❜✈✐♦✉-❧② ✈❡%② ❛♠❜✐ ✐♦✉- ❛♥❞ %❡❛❝❤✐♥❣ ✐ ✇♦✉❧❞ ♥❡❝❡--✐ ❛ ❡ - %♦♥❣ ♣♦❧✐ ✐❝❛❧ ❛♥❞

-♦❝✐❡ ❛❧ ❛♠❜✐ ✐♦♥- ❛♥❞ ❛❝ ✐♦♥- ✭♠✉❝❤ - %♦♥❣❡%  ❤❛♥  ❤❡ ♦♥❡- ❞❡❝✐❞❡❞ ❞✉%✐♥❣ ❈❖U✷✶✮✳

❇②  ❛❦✐♥❣ ❛ %♦❜✉- ❛♣♣%♦❛❝❤  ♦ - ✉❞② ✇❛②- ♦❢ ❝♦♠♣❧②✐♥❣ ✇✐ ❤ ❛♠❜✐ ✐♦✉- ❝❧✐♠❛ ❡  ❛%❣❡ -✱ ✇❡

✇❡%❡ ❛❜❧❡  ♦ ❜%✐♥❣  ♦ ❧✐❣❤ ❤❡❞❣✐♥❣  ❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧  %❛❥❡❝ ♦%✐❡- ✇✐ ❤♦✉ ❡①❝❡--✐✈❡ ❝♦♠♣✉ ❛ ✐♦♥❛❧

✐--✉❡-✳ ❚❤❡ ♠❡ ❤♦❞ ♣%❡-❡♥ ❡❞ ❜❡✐♥❣ L✉✐ ❡ ❣❡♥❡%✐❝✱ ✐ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥ ❡%❡- ✐♥❣  ♦ ♣❡%❢♦%♠ -✐♠✐❧❛%

❡①❡%❝✐-❡- ✇✐ ❤ ♦ ❤❡% ■❆▼-✳ ■ ✇♦✉❧❞ ❤❡❧♣ - %❡♥❣ ❤❡♥  ❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦♥  ❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧  %❛♥-✐ ✐♦♥

♣❛ ❤✇❛②- ✇✐ ❤ ✉♥❝❡% ❛✐♥ ② ❛♥❞ ✇♦✉❧❞ ❛❧❧♦✇ ❛ ❜❡  ❡% ✉♥❞❡%- ❛♥❞✐♥❣ ❛♥❞ ❛✇❛%❡♥❡-- ♦❢  ❤❡ ❝♦- -

♦❢  ❤❡ %✐-❦- ❧✐♥❦❡❞  ♦ ♦✉% ♣❛% ✐❛❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢  ❤❡ ❝❧✐♠❛ ❡ -②- ❡♠✳

✷✶



❇✐❜❧✐♦❣&❛♣❤②

❆♥❞#❡②✱ ❈✳✱ ❇❛❜♦♥♥❡❛✉✱ ❋✳✱ ❍❛✉#✐❡✱ ❆✳✱ ▲❛❜#✐❡2✱ ▼✳✱ ✷✵✶✺✳ ▼♦❞8❧✐:❛2✐♦♥ :2♦❝❤❛:2✐=✉❡ ❡2 #♦❜✉:2❡ ❞❡

❧✬❛228♥✉❛2✐♦♥ ❡2 ❞❡ ❧✬❛❞❛♣2❛2✐♦♥ ❞❛♥: ✉♥ :②:2@♠❡ 8♥❡#❣82✐=✉❡ #8❣✐♦♥❛❧✳ ❆♣♣❧✐❝❛2✐♦♥ C ❧❛ #8❣✐♦♥ ▼✐❞✐✲

E②#8♥8❡:✳ ◆❛2✉#❡: ❙❝✐❡♥❝❡: ❙♦❝✐828: ✷✸ ✭✷✮✱ ✶✸✸✕✶✹✾✳

❆♥2❤♦✛✱ ❉✳✱ ❚♦❧✱ ❘✳ ❙✳ ❏✳✱ ✷✵✶✸✳ ❚❤❡ ✉♥❝❡#2❛✐♥2② ❛❜♦✉2 2❤❡ :♦❝✐❛❧ ❝♦:2 ♦❢ ❝❛#❜♦♥✿ ❆ ❞❡❝♦♠♣♦:✐2✐♦♥

❛♥❛❧②:✐: ✉:✐♥❣ ❋❯◆❉✳ ❈❧✐♠❛2✐❝ ❈❤❛♥❣❡ ✶✶✼ ✭✸✮✱ ✺✶✺✕✺✸✵✳

❇❛❜♦♥♥❡❛✉✱ ❋✳✱ ❑❛♥✉❞✐❛✱ ❆✳✱ ▲❛❜#✐❡2✱ ▼✳✱ ▲♦✉❧♦✉✱ ❘✳✱ ❱✐❛❧✱ ❏✳✲E✳✱ ❏✉❧✳ ✷✵✶✶✳ ❊♥❡#❣② ❙❡❝✉#✐2②✿ ❆ ❘♦❜✉:2

❖♣2✐♠✐③❛2✐♦♥ ❆♣♣#♦❛❝❤ 2♦ ❉❡:✐❣♥ ❛ ❘♦❜✉:2 ❊✉#♦♣❡❛♥ ❊♥❡#❣② ❙✉♣♣❧② ✈✐❛ ❚■❆▼✲❲❖❘▲❉✳ ❊♥✈✐#♦♥✲

♠❡♥2❛❧ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ✫ ❆::❡::♠❡♥2 ✶✼ ✭✶✲✷✮✱ ✶✾✕✸✼✳

❇❛❤♥✱ ❖✳✱ ❈❤❡:♥❡②✱ ▼✳✱ ●❤❡②::❡♥:✱ ❏✳✱ ❑♥✉22✐✱ ❘✳✱ E❛♥❛✱ ❆✳ ❈✳✱ ❆♣#✳ ✷✵✶✺✳ ■: 2❤❡#❡ #♦♦♠ ❢♦# ❣❡♦❡♥❣✐✲

♥❡❡#✐♥❣ ✐♥ 2❤❡ ♦♣2✐♠❛❧ ❝❧✐♠❛2❡ ♣♦❧✐❝② ♠✐①❄ ❊♥✈✐#♦♥♠❡♥2❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡ ✫ E♦❧✐❝② ✹✽✱ ✻✼✕✼✻✳

❇❡♥✲2❛❧✱ ❆✳✱ ❊❧ ●❤❛♦✉✐✱ ▲✳✱ ◆❡♠✐#♦✈:❦✐✱ ❆✳✱ ✷✵✵✾✳ ❘♦❜✉:2 ❖♣2✐♠✐③❛2✐♦♥✳ E#✐♥❝❡2♦♥ ❙❡#✐❡: ✐♥ ❆♣♣❧✐❡❞

▼❛2❤❡♠❛2✐❝:✳ E#✐♥❝❡2♦♥ ❯♥✐✈❡#:✐2② E#❡::✳

❇❡♥✲2❛❧✱ ❆✳✱ ❍❡#2♦❣✱ ❉✳ ❉✳✱ ❱✐❛❧✱ ❏✳✲E✳✱ ✷✵✶✷✳ ❉❡#✐✈✐♥❣ #♦❜✉:2 ❝♦✉♥2❡#♣❛#2: ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛# ✉♥❝❡#2❛✐♥ ✐♥✲

❡=✉❛❧✐2✐❡:✳
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❆✳ ❚■❆▼ ❲♦'❧❞ ❈❧✐♠❛.❡ ▼♦❞✉❧❡

❚❤❡ #❡$$❡%#$✐❛❧ ❝❛$❜♦♥ ❝②❝❧❡ ♦❢ #❤✐% ❝❧✐♠❛#❡ ♠♦❞✉❧❡ ✐% ❞❡♣✐❝#❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉$❡ ✷✳ ❋♦$♠❛❧❧②✱ #❤❡ ♦♥❡✲②❡❛$✲❧❛❣❣❡❞

❞②♥❛♠✐❝% ♦❢ #❤❡ #❤$❡❡ ❞❡#❛✐❧❡❞ ❣$❡❡♥❤♦✉%❡ ❣❛%❡% ❛$❡ #❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿





MCO2,a

MCO2,u

MCO2,l





t

= ΦCO2





MCO2,a

MCO2,u

MCO2,l





t−1

+





1
0
0



ECO2

t ,

[

MCH4,a

MCH4,u

]

t

= ΦCH4

[

MCH4,a

MCH4,u

]

t−1

+

[

1
0

]

ECH4

t ,

[

MN2O,a

MN2O,u

]

t

= ΦN2O

[

MN2O,a

MN2O,u

]

t−1

+

[

1
0

]

EN2O
t ,

ΦCO2 =





1− ϕa−u ϕu−a 0

ϕa−u 1− ϕu−a − ϕu−l ϕl−u

0 ϕu−l 1− ϕl−u



 ,

ΦCH4 =

[

ϕCH4 0
0 1

]

,ΦN2O =

[

ϕN2O 0
0 1

]

,

✇❤❡$❡ Mg,r
t ✐% #❤❡ ♠❛%% ♦❢ ❣❛% g ✐♥ $❡%❡$✈♦✐$ r ✐♥ ②❡❛$ t✱ Eg

t ✐% #❤❡ ❡♠✐%%✐♦♥ ♦❢ ❣❛% g ✐♥ ②❡❛$ t ✭❢$♦♠ #❤❡

❣❧♦❜❛❧ ❡♥❡$❣② ♠♦❞❡❧✮✱ ϕro,ri
✐% #❤❡ #$❛♥%❢❡$ ❝♦❡✣❝✐❡♥# ❢♦$ ❈❖2 ❢$♦♠ $❡%❡$✈♦✐$ ro #♦ $❡%❡$✈♦✐$ ri✱ ϕ

CH4
❛♥❞

ϕN2O
❛$❡ #❤❡ ❞❡❝❛② $❛#❡% ♦❢ ♠❡#❤❛♥❡ ❛♥❞ ♥✐#$♦✉% ♦①✐❞❡ ✐♥ #❤❡ ❛#♠♦%♣❤❡$❡✱ g ∈ G = {CO2, CH4, N2O}

❛♥❞ r ∈ R = {a = Atmosphere, u = UpperLayer, l = LowerLayer}✳
❚❤✐% %❡# ♦❢ ❡B✉❛#✐♦♥% ❞❡✜♥✐♥❣ #❤❡ #✐♠❡ ♣$♦✜❧❡% ♦❢ ❛#♠♦%♣❤❡$✐❝ ●❍●% ✐% #❤❡♥ ✉%❡❞ #♦ ❝♦♠♣✉#❡ #❤❡

$❛❞✐❛#✐✈❡ ❢♦$❝✐♥❣✳ ■# ✐% ❝♦♠♠♦♥ ✭■G❈❈✱ ✷✵✵✼✮ #♦ ❝♦♥%✐❞❡$ #❤❛# ❢♦$❝✐♥❣% ❛$❡ ❛❞❞✐#✐✈❡✱ %♦ #❤❛#✿

∆Ft =
∑

g∈G

∆F g
t + Exft,

✇❤❡$❡∆F g
t ✐% #❤❡ ❢♦$❝✐♥❣ ♦❢ ❣❛% g ✐♥ ♣❡$✐♦❞ t ❛♥❞ Exft ❝♦$$❡%♣♦♥❞% #♦ ❛♥ ❡①♦❣❡♥♦✉% ❛%%✉♠♣#✐♦♥ ♦❢ ❢♦$❝✐♥❣

❢♦$ ❛❧❧ ❣❛%❡% ♦#❤❡$ #❤❛♥ ❝❛$❜♦♥ ❞✐♦①✐❞❡✱ ♠❡#❤❛♥❡ ❛♥❞ ♥✐#$♦✉% ♦①✐❞❡✳ ❚❤❡ ❝✉$$❡♥# ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦♥ $❛❞✐❛#✐✈❡

❢♦$❝✐♥❣ %✉❣❣❡%#% #❤❛# ♥♦♥❡ ♦❢ #❤❡%❡ #❡$♠% ✐% ❧✐♥❡❛$ ✐♥ #❤❡ ❛#♠♦%♣❤❡$✐❝ %#♦❝❦ ♦❢ ❣❛%❀ #❤❡ ❧✐♥❡❛$✐③❛#✐♦♥ ✉%❡❞

❤❡$❡ ✐% ♣$♦♣♦%❡❞ ❜② ▲♦✉❧♦✉ ❡# ❛❧✳ ✭✷✵✶✵✮✿

∆FCO2

t = γACO2 + γBCO2MCO2,a
t ,

∆FCH4

t = ACH4 +BCH4MCH4,a
t ,

∆FN2O
t = AN2O +BN2OMN2O,a

t ,

✇❤❡$❡ γ ✐% #❤❡ $❛❞✐❛#✐✈❡ ❢♦$❝✐♥❣ %❡♥%✐#✐✈✐#② #♦ ❛#♠♦%♣❤❡$✐❝ ❈❖2 ❞♦✉❜❧✐♥❣✱ ❛♥❞ A✬% ❛♥❞ B✬% ❛$❡ ❝♦♥✲
%#❛♥# ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ♣$❡✲✐♥❞✉%#$✐❛❧ ❝♦♥❝❡♥#$❛#✐♦♥ ❧❡✈❡❧% ❛♥❞ ❧✐♥❡❛$✐③❛#✐♦♥ ✐♥#❡$✈❛❧%✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ #❡♠♣❡$❛#✉$❡

❡❧❡✈❛#✐♦♥ ♣$♦✜❧❡% ❛$❡ ❝♦♠♣✉#❡❞ ❜❛%❡❞ ♦♥ #❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡B✉❛#✐♦♥%✿

[

∆Tup

∆T lo

]

t

= S

[

∆Tup

∆T lo

]

t−1

+

[

σ1

0

]

∆Ft,

S =

[

1− σ1

(

γ

CS
+ σ2

)

σ1σ2

σ3 1− σ3

]

.

✇❤❡$❡ ∆Tup
✐% #❤❡ ✈❛$✐❛#✐♦♥ ♦❢ #❤❡ ❛#♠♦%♣❤❡$✐❝ #❡♠♣❡$❛#✉$❡✱ ∆T lo

#❤❡ ✈❛$✐❛#✐♦♥ ♦❢ #❤❡ ♦❝❡❛♥ #❡♠♣❡$❛✲

#✉$❡✱ CS $❡♣$❡%❡♥#% #❤❡ ❝❧✐♠❛#❡ %❡♥%✐#✐✈✐#②✱ ✐✳❡✳ #❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❡B✉✐❧✐❜$✐✉♠ ❛#♠♦%♣❤❡$✐❝ #❡♠♣❡$❛#✉$❡ ❞✉❡

#♦ ❛ ❞♦✉❜❧✐♥❣ ♦❢ ●❍● ❝♦♥❝❡♥#$❛#✐♦♥❀ σ1 ❛♥❞ σ3 ❛$❡ #❤❡ ❛❞❥✉%#♠❡♥# %♣❡❡❞% ❢♦$ $❡%♣❡❝#✐✈❡❧② ❛#♠♦%♣❤❡$✐❝

❛♥❞ ♦❝❡❛♥✐❝ #❡♠♣❡$❛#✉$❡ ✭❧❛❣%✱ ✐♥ year−1
✮❀ σ2 ✐% ❛ ❤❡❛# ❧♦%% ❝♦❡✣❝✐❡♥# ❢$♦♠ #❤❡ ❛#♠♦%♣❤❡$❡ #♦ #❤❡ ❞❡❡♣

♦❝❡❛♥✳
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❇✳ ❊#$✐♠❛$✐♦♥ ♦❢ ❧♦✇❡.✴✉♣♣❡. ❜♦✉♥❞# ❢♦. ❝❧✐♠❛$❡ ♣❛.❛♠❡$❡.#

❖✈❡#❛❧❧✱ ❛♥❞ ✐♥ *❤❡ ❝♦✉#/❡ ♦❢ *❤✐/ ❡/*✐♠❛*✐♦♥ ❡①❡#❝✐/❡✱ ✇❡ ♠❛② ❝❧❛//✐❢② *❤❡ ❝❧✐♠❛*❡ ♣❛#❛♠❡*❡#/ ❛* /*❛❦❡

✐♥ *❤✐/ /*✉❞② ✐♥*♦ *❤#❡❡ ❣#♦✉♣/✳ ❋✐#/*✱ ♦♥❡ ❣$♦✉♣ ❝♦♥(❛✐♥+ (❤❡ ♣❛$❛♠❡(❡$+ ❢♦$ (❤❡ ❝❛$❜♦♥ ❝②❝❧❡✳ ❚❤❡

*❡##❡/*#✐❛❧ ❝❛#❜♦♥ ❝②❝❧❡ ✐*/❡❧❢ ✐/ ❛ #❛*❤❡# ❧❛#❣❡ ✜❡❧❞ ♦❢ /*✉❞② ✐♥ ❣❡♦♣❤②/✐❝/ ✭/❡❡ ❡✳❣✳ ❙♠✐*❤ ❡* ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❀

❏♦♦/ ❡* ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❀ ❢♦# ❛ ♠✉❧*✐✲♠♦❞❡❧ ❛♣♣#♦❛❝❤✮✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ❛❧/♦ ✜♥❞ /❡♥/✐*✐✈✐*② ❛♥❛❧②/✐/ ♦♥ *❤❡ ❝❛#❜♦♥ ❝②❝❧❡

✐♥ ■❆▼✲❜❛/❡❞ #❡/❡❛#❝❤ ✭❇✉*❧❡# ❡* ❛❧✳✱ ✷✵✶✹❀ ❍♦❢ ❡* ❛❧✳✱ ✷✵✶✷✮✱ ♦# ❛#❡ ❧❡❛/* ❝❧✉❡/ ♦♥ ❤♦✇ ✉♥❝❡#*❛✐♥ *❤❡/❡

♣❛#❛♠❡*❡#/ ❛#❡ ✭◆♦#❞❤❛✉/✱ ✷✵✵✽✮✳ ❖♥❡ ✇❛② ♦❢ ❛//❡//✐♥❣ *❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦# ♦❢ ❝❛#❜♦♥ ❝②❝❧❡ ♠♦❞❡❧/ ✐/ *♦ ♣❡#❢♦#♠

*❤❡ /♦✲❝❛❧❧❡❞ ❵❞♦✉❜❧✐♥❣ ❡①♣❡#✐♠❡♥*✬✱ ✇❤❡#❡ *❤❡ ❡✈♦❧✉*✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛*♠♦/♣❤❡#✐❝ ❈❖2 ❞♦✉❜❧✐♥❣✲❝♦♥❝❡♥*#❛*✐♦♥

♣✉❧/❡ ✐♥ ②❡❛# ✵ ✐/ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❛❝#♦// *❤❡ ✈❛#✐♦✉/ ❝❛#❜♦♥ /✐♥❦/ ❢♦# *❤❡ ♥❡①* ✶✵✵✲✹✵✵ ②❡❛#/✳ ❊①✐/*✐♥❣ ♠✉❧*✐✲

♠♦❞❡❧/ ❡①♣❡#✐♠❡♥*/ ✭❏♦♦/ ❡* ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❀ ✈❛♥ ❱✉✉#❡♥ ❡* ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮ ♣♦✐♥* ♦✉* ❧❛#❣❡ #❡/♣♦♥/❡ /♣❡❝*#❛❀ ✈❛♥

❱✉✉#❡♥ ❡* ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮ ❛❞❞✐*✐♦♥❛❧❧② /❤♦✇ *❤❛* /✐♠♣❧❡ ❝❛#❜♦♥ ♠♦❞❡❧/ ✭❢❡✇ ❜♦①❡/✱ /✐♠♣❧❡ ❧✐♥❡❛# #❡❝✉#/✐✈❡

❞②♥❛♠✐❝/✮ /✉❝❤ ❛/ ❉■❈❊ ❡♥❞ ✉♣ ✐♥ *❤❡ ❧♦✇ #❛♥❣❡ ♦❢ ♣♦//✐❜❧❡ ♦✉*❝♦♠❡/✿ *❤❡② ❤❛✈❡✱ ❝♦♠♣❛#❡❞ *♦ *❤❡ #❡/*✱

#❡❧❛*✐✈❡❧② ♦♣*✐♠✐/*✐❝ ❝❛#❜♦♥ ❝②❝❧❡/✳ ❙✉❝❤ ❛♥ ❡①♣❡#✐♠❡♥* /❡❡♠/ *♦ ❜❡ ❛ ❣♦♦❞ /*❛#*✐♥❣ ♣♦✐♥* *♦ ❝❛❧✐❜#❛*❡ ❛

❝❛#❜♦♥ ❝②❝❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡#✱ *❤❡ ✉♥❝❡#*❛✐♥*② ✐* *#❛♥/❧❛*❡/ ❝♦✈❡#/ ❜♦*❤ ♣❛#❛♠❡*#✐❝ ❛♥❞ /*#✉❝*✉#❛❧ ✉♥❝❡#*❛✐♥*②✳

❋♦# ❡①❛♠♣❧❡✱ ✈❛♥ ❱✉✉#❡♥ ❡* ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮ ❛#❣✉❡ *❤❛* *❤❡ W❆●❊ ♠♦❞❡❧ ❜❡❤❛✈❡/ ✈❡#② ❞✐✛❡#❡♥*❧② ❢#♦♠ *❤❡

#❡/* ♦❢ *❤❡ *❡/* ♣♦♣✉❧❛*✐♦♥ ❜❡❝❛✉/❡ ✐* ✐♥❝❧✉❞❡/ ❢❡❡❞❜❛❝❦/ ♦♥ *❤❡ ❝❛#❜♦♥ ❝②❝❧❡✳ ❚❤✐/ ❧✐♠✐*❛*✐♦♥ ✕ ❝❛#❜♦♥

❝②❝❧❡ ♠♦❞❡❧/ ❤❛✈❡ ❞✐✛❡#❡♥* /*#✉❝*✉#❡/✱ ❤❡♥❝❡ ❞✐✛❡#❡♥* ♣❛#❛♠❡*❡#/ ✕ ♠❛❦❡/ ✐* ❞✐✣❝✉❧* *♦ ❛❞♦♣* /✉❝❤ ❛

❝❛❧✐❜#❛*✐♦♥ ♣#♦❝❡❞✉#❡✳ ❚❤❡#❡❢♦#❡✱ ✇❡ ❛❞♦♣* ❛ ❝❛❧✐❜#❛*✐♦♥ ♣#♦❝❡❞✉#❡ /✐♠✐❧❛# *♦ *❤❛* ♦❢ ◆♦#❞❤❛✉/ ❛♥❞

❙③*♦#❝ ✭✷✵✶✸✮✱ ❜✉* ❢♦# *❤❡ ❢♦✉# ■W❈❈✲❘❈W ❡♠✐//✐♦♥/ /❝❡♥❛#✐♦/ #❛♥ ✉♥❞❡# *❤❡ ♠✉❧*✐✲❡♥/❡♠❜❧❡ /✐♠✉❧❛*✐♦♥

♠♦❞❡ ♦❢ ▼❆●■❈❈✻ ✭▼❡✐♥/❤❛✉/❡♥ ❡* ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮✳ ❚♦ *❤✐/ ♣✉#♣♦/❡✿

❼ *❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ✈❛❧✉❡/ ♦❢ *❤❡ ♣❛#❛♠❡*❡#/ ✐♥ *❤❡ ❝❧✐♠❛*❡ ♠♦❞✉❧❡ ✐♥ ❚■❆▼✲❲♦#❧❞ ✇❛/ ❧❡❢* ❛/ ❞❡/❝#✐❜❡❞

✐♥ ▲♦✉❧♦✉ ❡* ❛❧✳ ✭✷✵✶✵✮❀

❼ *❤❡ ✉♣♣❡# ❜♦✉♥❞ ♦❢ *❤❡ ✐♥*❡#✲❜♦①❡/ *#❛♥/❢❡# ❝♦❡✣❝✐❡♥*/ ✇❡#❡ ❡/*✐♠❛*❡❞ *♦ ❣❡* ❝❧♦/❡ *♦ *❤❡ ✽✸#❞

♣❡#❝❡♥*✐❧❡ ♦❢ *❤❡ ▼❆●■❈❈✻ ✐♥*❡#✲♠♦❞❡❧ /✐♠✉❧❛*✐♦♥/ ❢♦# *❤❡ ❢♦✉# ❘❈W /❝❡♥❛#✐♦/✳ ❚❤✐/ ✐/ ❞♦♥❡ ❜②

❝❤❛♥❣✐♥❣ *❤❡ ♣❛#❛♠❡*❡#/ ❜② ✐❞❡♥*✐❝❛❧ #❡❧❛*✐✈❡ ❛♠♦✉♥*/✱ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉*✐♥❣ ❛ /✐♠♣❧❡ ❞✐/*❛♥❝❡ ♠❡❛/✉#❡

✭*❤❡ /✉♠ ♦❢ /a✉❛#❡/ ♦❢ ❛♥♥✉❛❧ #❡❧❛*✐✈❡ ❞✐/*❛♥❝❡/ ❜❡*✇❡❡♥ *❤❡ ❚■❆▼✲❝❧✐♠❛*❡ /✐♠✉❧❛*✐♦♥ ❛♥❞ *❤❡

▼❆●■❈❈✻✲❘❈W ❜❡♥❝❤♠❛#❦✮✳

❚❤❡ #❡/✉❧* ♦❢ *❤✐/ ❡①♣❡#✐♠❡♥* ✐/ /❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉#❡ ✶✷✳ ❚❤❡ ❜❧✉❡ ❧✐♥❡/ ❛♥❞ /❤❛❞❡ #❡♣#❡/❡♥*✱ ✐♥ ❡❛❝❤

/✉❜❣#❛♣❤✱ *❤❡ ❛✈❡#❛❣❡✱ ✾✺✪ ❛♥❞ ✾✵✪ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥*❡#✈❛❧/ ♣#♦❞✉❝❡❞ ❜② ▼❆●■❈❈✻✳ ❚❤❡ ❜❧❛❝❦ ♣❧❛✐♥ ❛♥❞

❞♦**❡❞ /❤♦✇ *❤❡ ❛✈❡#❛❣❡ ❛♥❞ ✾✺✪ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥*❡#✈❛❧/ ♦❜*❛✐♥❡❞ ✇✐*❤ *❤❡ ❚■❆▼✲❲♦#❧❞ ❝❧✐♠❛*❡ ♠♦❞✉❧❡✳

❋✐❣✉$❡ ✶✷✿ ❚■❆▼✲❲♦#❧❞ ❝❧✐♠❛*❡ ♠♦❞✉❧❡✿ ❯♥❝❡#*❛✐♥*② ✐♥ *❤❡ ❝❛#❜♦♥ ❝②❝❧❡ ❛❣❛✐♥/ ▼❆●■❈❈✻ #❛♥❣❡/ ❢♦#

*❤❡ ❢♦✉# ❘❈W /❝❡♥❛#✐♦/
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❚❤❡#❡ ✈❛&✐❛(✐♦♥# ❛❧❧♦✇ (♦ ❝❛♣(✉&❡ ♦♥❧② ❛ ♠✐♥♦& ♣❛&( ♦❢ (❤❡ ❝❛&❜♦♥ ❝②❝❧❡ ♠♦❞❡❧ ✈❛&✐❛(✐♦♥# ❞❡#❝&✐❜❡❞

❜② ❏♦♦# ❡( ❛❧✳ ✭✷✵✶✸✮ ♦& ✈❛♥ ❱✉✉&❡♥ ❡( ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ❍♦❢ ❡( ❛❧✳ ✭✷✵✶✷✮ #❤♦✇ (❤❛( (❤❡ ✈❛&✐❛(✐♦♥# ✐♥ ❝❧✐♠❛(❡

❝❤❛♥❣❡ ❜❡♥❡✜(# ❢&♦♠ ❛ #❡( ♦❢ ■❆▼# ❞✉❡ (♦ (❤❡ ❝❛&❜♦♥ ❝②❝❧❡ ❛&❡ ❧♦✇❡& (❤❛♥ (❤❡ ▼❆●■❈❈✻ &❛♥❣❡#✱ ✇❤✐❝❤

#❡❡♠# (♦ ✐♥❞❡❡❞ ✐♥❞✐❝❛(❡ (❤❛( #✐♠♣❧❡ ❝❛&❜♦♥ ❝②❝❧❡# ❞♦ ♥♦( ❝❛♣(✉&❡ ❛❧❧ (❤❡ ❵✈♦❧❛(✐❧✐(②✬ ♦❢ ♦✉(❝♦♠❡#✳

❆  ❡❝♦♥❞  ❡& ♦❢ ♣❛*❛♠❡&❡* ✐♥❝❧✉❞❡ &❤❡ ❢♦*❝✐♥❣ ❛♥❞ ❝❧✐♠❛&❡  ❡♥ ✐&✐✈✐&✐❡ ✱ ✇❤✐❝❤ ❛&❡ ❧✐❦❡❧② (♦ ❜❡ (❤❡

♠♦#( ✇❡❧❧✲❞♦❝✉♠❡♥(❡❞ ♣❛&❛♠❡(❡&# ✐♥ (❤❡ ❝❧✐♠❛(❡ ❧✐(❡&❛(✉&❡✳ ❚❤❡② (&❛❞✉❝❡ (❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❡M✉✐❧✐❜&✐✉♠ #✉&❢❛❝❡

❢♦&❝✐♥❣ ❛♥❞ ✇❛&♠✐♥❣ ❛❢(❡& ❛ ❞♦✉❜❧✐♥❣ ♦❢ ❛(♠♦#♣❤❡&✐❝ ❈❖2 ❝♦♥❝❡♥(&❛(✐♦♥❀ ❛♥② ❝❧✐♠❛(❡ ♠♦❞❡❧# ✐♥❝❧✉❞❡#

(❤❡#❡ ♣❛&❛♠❡(❡&#✳ ❚❤❡ ✐♠♣♦&(❛♥❝❡ ♦❢ (❤❡ ❡M✉✐❧✐❜&✐✉♠ &❛❞✐❛(✐✈❡ ❢♦&❝✐♥❣ ✐# ✇✐❞❡❧② ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡❞ ✭❈❛♦ ❡( ❛❧✳✱

✷✵✶✵✮❀ ♠✉❧(✐✲♠♦❞❡❧# ❝♦♠♣❛&✐#♦♥# ❛♥❞ #✐♠✉❧❛(✐♦♥# ❛&❡ ❛❧#♦ ❢&❡M✉❡♥( ✭❙❝❤♠✐❞( ❡( ❛❧✳✱ ✷✵✶✷✮✳ ■❢ ✐##✉❡# #✉❝❤

❛# ❝❧✐♠❛(❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦# ❛&✐#❡ ✐♥ (❤❡ ❡#(✐♠❛(✐♦♥ ♦❢ ❢♦&❝✐♥❣ ✭❇❧♦❝❦ ❛♥❞ ▼❛✉&✐(#❡♥✱ ✷✵✶✸✮✱ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❝♦♠♣❛&✐#♦♥#

✐♥❞✐❝❛(❡ ♣❧❛✉#✐❜❧❡ &❛♥❣❡ ❢♦& (❤❡ ❢♦&❝✐♥❣ ♣❛&❛♠❡(❡&# ✭✉#✐♥❣ ❞♦✉❜❧✐♥❣ ♦& M✉❛❞&✉♣❧✐♥❣ ❡①♣❡&✐♠❡♥(#✮✱ ✇✐(❤

(❤❡ ❧❛#( ■S❈❈ &❡♣♦&( ✭❆❘✺✲❲●✶✱ ❙(♦❝❦❡& ❡( ❛❧✳✱ ✷✵✶✸✮ ♣&♦✈✐❞✐♥❣ ❛ ❝❡♥(&❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✸✳✼ ✇✐(❤ ❛ ✰✴✲ ✵✳✽

✾✾✪ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥(❡&✈❛❧✳ ❚❤✐# ❡#(✐♠❛(✐♦♥ ✐# ❝♦♥#✐#(❡♥( ✇✐(❤ ❩❤❛♥❣ ❛♥❞ ❍✉❛♥❣ ✭✷✵✶✹✮✱ ❛♥❞ ✐# &❡(❛✐♥❡❞ ❢♦&

(❤✐# #(✉❞②✳ ❆# ❢♦& (❤❡ ❝❧✐♠❛(❡ #❡♥#✐(✐✈✐(②✱ (❤❡ ✐♥✐(✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ (❤❡ ❚■❆▼✲❲♦&❧❞ ❝❛❧✐❜&❛(✐♦♥ ❝♦&&❡#♣♦♥❞#

(♦ (❤❡ ❑♥✉((✐ ❛♥❞ ❍❡❣❡&❧ ✭✷✵✵✽✮ #②♥(❤❡#✐③❡ ♣❧❛✉#✐❜❧❡ #❡♥#✐(✐✈✐(② &❛♥❣❡# ❢♦& (❤❡ ❝❧✐♠❛(❡ #❡♥#✐(✐✈✐(② ❢♦&

❞✐✛❡&❡♥( ❧✐♥❡# ♦❢ ❡✈✐❞❡♥❝❡✱ ❛♥❞ ❞❡♠♦♥#(&❛(❡ ❤♦✇ ❝&✐(✐❝❛❧ ✐( ✐# ✐❢ (❤❡ ♣♦❧✐❝② ♦❜❥❡❝(✐✈❡ ✐# (♦ ♣&❡✈❡♥( ❞❛♠❛❣❡#

❝❛✉#❡❞ ❜② ❝❡&(❛✐♥ ❧❡✈❡❧# ♦❢ ✇❛&♠✐♥❣✳ ❚❤❡ ■S❈❈ ♠♦#( ❧✐❦❡❧② ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ ✉♣♣❡& ❜♦✉♥❞ ❛&❡ ✸

◦
❈ ❛♥❞ ✹✳✺

◦
❈

&❡#♣❡❝(✐✈❡❧②✱ ✇❤✐❝❤ ✐# ❝♦♥#✐#(❡♥( ✇✐(❤ ♦(❤❡& ♣❛♣❡&# #✉❝❤ ❛# ❙②&✐ ❡( ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ❇✉(❧❡& ❡( ❛❧✳ ✭✷✵✶✹✮ ♠❛❦❡

❛ ❞✐✛❡&❡♥( ❝❤♦✐❝❡✱ ❛♥❞ ❡♥❞ ✉♣ ✇✐(❤ ❛ &❛♥❣❡ ✭✉♣♣❡& ❜♦✉♥❞ ♦❢ ✽

◦
❈✮ ❝❧♦#❡& (♦ ✇❤❛( ❑♥✉((✐ ❛♥❞ ❍❡❣❡&❧

✭✷✵✵✽✮ &❡❢❡& (♦ ❛# ❵❡①♣❡&( ❡❧✐❝✐(❛(✐♦♥✬✳ ❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ❞✐✛❡&❡♥( ❧✐♥❡# ♦❢ ❡✈✐❞❡♥❝❡✱ (❤❡#❡ ❛✉(❤♦&# ♦❜(❛✐♥ ❛ &❛♥❣❡

❝❧♦#❡ (♦ (❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ■S❈❈✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇✐❧❧ &❡(❛✐♥ ❛# ❛ ❜❛#✐#✳ ❈♦♠♣❛&❡❞ (♦ ❡①✐#(✐♥❣ ❧✐(❡&❛(✉&❡ ♦♥ ■❆▼✲❙❈▼

#❡♥#✐(✐✈✐(② ❛♥❛❧②#✐# ✐♥ ❇✉(❧❡& ❡( ❛❧✳ ✭✷✵✶✹✮✱ (❤❡#❡ &❛♥❣❡# ❛&❡ ❤✐❣❤ ❢♦& ❢♦&❝✐♥❣ ❛♥❞ ❧♦✇ ❢♦& (❤❡ ❝❧✐♠❛(❡

#❡♥#✐(✐✈✐(②✳

❋✐♥❛❧❧②✱ (❤❡ &❡#( ♦❢ (❤❡ ♣❛&❛♠❡(❡&#✱ (&❛❞✉❝✐♥❣ (❤❡ &❡♠♣❡*❛&✉*❡ ❞②♥❛♠✐❝ ✱ ❛*❡ ♣❛*& ♦❢ ❛ &❤✐*❞ ❣*♦✉♣

❝♦♥ &✐&✉&❡❞ ♦❢ ❛♣♣❛*❡♥&❧② ❧❡   &✉❞✐❡❞ ♣❛*❛♠❡&❡* ✳ ❚❤❡&❡ #❡❡♠# (♦ ❜❡ ❝♦♥#✐❞❡&❛❜❧② ❧❡## ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✇♦&❦

♦♥ (❤❡#❡✳ ❇② ❞❡❢❛✉❧(✱ ✇❡ ♣&♦❝❡❡❞ ❛# ❇✉(❧❡& ❡( ❛❧✳ ✭✷✵✶✹✮✱ ❛♥❞ ❛♣♣❧② ❛ ✶✵✪ ✈❛&✐❛(✐♦♥ (♦ (❤❡ ❛♥♥✉❛❧

❤❡❛( (&❛♥#❢❡& ❝♦❡✣❝✐❡♥(#✳ ❚❤❡ &❛♥❣❡ ♦❢ (❡♠♣❡&❛(✉&❡ &❡#♣♦♥#❡# ♦❢ ❚■❆▼✲❲♦&❧❞ ❛&❡ ❝♦♠♣❛&❡❞ ❛❣❛✐♥#(

▼❆●■❈❈✻ ❢♦& (❤❡ ✹ ❘❈S# #❝❡♥❛&✐♦#✱ ❛❝❝♦✉♥(✐♥❣ ❢♦& (❤❡ ✉♥❝❡&(❛✐♥(② ♦❢ ❛❧❧ ♣❛&❛♠❡(❡&#✳ ❚❤❡ &❡#✉❧(# ❛&❡

♣&❡#❡♥(❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉&❡ ✶✸ ✭✐( &❡❛❞# ❛# ❋✐❣✉&❡ ✶✷✮✳

❋✐❣✉$❡ ✶✸✿ ❚■❆▼✲❲♦&❧❞ ❝❧✐♠❛(❡ ♠♦❞✉❧❡✿ ❯♥❝❡&(❛✐♥(② ✐♥ (❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠❡❛♥ (❡♠♣❡&❛(✉&❡ ❛❣❛✐♥#( ▼❆●✲

■❈❈✻ &❛♥❣❡# ❢♦& (❤❡ ❢♦✉& ❘❈S #❝❡♥❛&✐♦#

❚❤❡ ✜♥❛❧ ♥♦♠✐♥❛❧ ✈❛❧✉❡# ❛♥❞ &❛♥❣❡# ❢♦& (❤❡ ❝❧✐♠❛(❡ ♣❛&❛♠❡(❡&# ❛&❡ ♣&❡#❡♥(❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉&❡ ✸ ❛❧♦♥❣ ✇✐(❤

(❤❡ ✈❛❧✉❡# ❦❡♣( ✐♥ ❇✉(❧❡& ❡( ❛❧✳ ✭✷✵✶✹✮ ❢♦& ❝♦♠♣❛&✐#♦♥ ♣✉&♣♦#❡#✳

✷✽



 ❛"❛♠❡%❡" ❉❡'❝"✐♣%✐♦♥ ◆♦♠✐♥❛❧

✈❛❧✉❡

▲♦✇❡,✴

❯♣♣❡,

❜♦✉♥❞

◆♦♠✐♥❛❧

✈❛❧✉❡ ✭❇✉4❧❡,

❡4 ❛❧✳✱ ✷✵✶✹✮

▲♦✇❡,✴❯♣♣❡,

❜♦✉♥❞ ✭❇✉4✲

❧❡, ❡4 ❛❧✳✱

✷✵✶✹✮

φa−u ❆4♠♦>♣❤❡,❡ 4♦ ✉♣♣❡,

❧❛②❡, ❝❛,❜♦♥ 4,❛♥>❢❡,

❝♦❡✣❝✐❡♥4 ✭❛♥♥✉❛❧✮

✵✳✵✹✻ ✵✳✵✹✸✾✸ ✵✳✶✽✾✷✽✽ ✵✳✷✷✸✷✽✽

φu−a ❯♣♣❡, ❧❛②❡, 4♦ ❛4♠♦>♣❤❡,❡

❝❛,❜♦♥ 4,❛♥>❢❡, ❝♦❡✣❝✐❡♥4

✭❛♥♥✉❛❧✮

✵✳✵✹✺✸ ✵✳✵✹✼✸✸✽✺ ✵✳✵✾✼✷✶✸ ❞❡,✐✈❡❞

φu−l ❯♣♣❡, 4♦ ❧♦✇❡, ❧❛②❡, ❝❛,✲

❜♦♥ 4,❛♥>❢❡, ❝♦❡✣❝✐❡♥4

✭❛♥♥✉❛❧✮

✵✳✵✶✹✻ ✵✳✵✶✸✾✹✸ ✵✳✵✺ ✵✳✵✷✺

φl−u ▲♦✇❡, 4♦ ✉♣♣❡, ❧❛②❡, ❝❛,✲

❜♦♥ 4,❛♥>❢❡, ❝♦❡✣❝✐❡♥4

✭❛♥♥✉❛❧✮

✵✳✵✵✵✺✸ ✵✳✵✵✵✺✺✸✽✺ ✵✳✵✵✸✶✶✾ ❞❡,✐✈❡❞

γ ❘❛❞✐❛4✐✈❡ ❢♦,❝✐♥❣ ❢,♦♠

❞♦✉❜❧✐♥❣ ♦❢ ❈❖2

✸✳✼ ✹✳✺ ✸✳✽ ✸✳✾

CS ❈❧✐♠❛4❡ >❡♥>✐4✐✈✐4② ❢,♦♠

❞♦✉❜❧✐♥❣ ♦❢ ❈❖2

✷✳✾ ✹✳✺ ✸ ✽

σ1 ❆❞❥✉>4♠❡♥4 >♣❡❡❞ ♦❢ ❛4✲

♠♦>♣❤❡,✐❝ 4❡♠♣❡,❛4✉,❡

✵✳✵✷✹ ✵✳✵✷✻✹ ✵✳✷✷ ✵✳✷✹

σ2 ❍❡❛4 ❧♦>> ❢,♦♠ ❛4♠♦>♣❤❡,❡

4♦ ❞❡❡♣ ♦❝❡❛♥

✵✳✹✹ ✵✳✸✾✻ ✵✳✸ ✵✳✷✼

σ3 ❍❡❛4 ❣❛✐♥ ❜② ❞❡❡♣ ♦❝❡❛♥ ✵✳✵✵✷ ✵✳✵✵✶✽ ✵✳✵✺ ✵✳✵✹✺

❚❛❜❧❡ ✸✿ ◆♦♠✐♥❛❧ ✈❛❧✉❡* ❢♦, ❝❧✐♠❛.❡ ♣❛,❛♠❡.❡,* ❛♥❞ ❝♦♠♣❛,✐*♦♥ ✇✐.❤ ❇✉.❧❡, ❡. ❛❧✳ ✭✷✵✶✹✮

❈✳ ❆♣♣❡♥❞✐① ✿ ■♠♣❧❡♠❡♥-❛-✐♦♥ ❞❡-❛✐❧0 ❢♦2 -❤❡ ✇♦20-✲❝❛0❡ ♦2❛❝❧❡ ✐♥ ❚■❆▼✲

❲♦2❧❞ ♠♦❞❡❧

❋♦, *✐♠♣❧✐❝✐.② ♦❢ ❡①♣♦*✉,❡✱ ✇❡ ❞❡*❝,✐❜❡ .❤❡ ♣,♦❝❡❞✉,❡ ❢♦, *♦❧✈✐♥❣ A,♦❜❧❡♠ ✭✶✹✮ ✇❤❡♥ .❤❡ ,❡*♣❡❝.✐✈❡

✇♦,*.✲❝❛*❡ ❡①.,❡♠❡ ✈❛❧✉❡ ✭❜❡.✇❡❡♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠✮ ❢♦, ❡❛❝❤ ♣❛,❛♠❡.❡, ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥.✐✜❡❞ ❛✲

♣,✐♦,✐ ✭❡✐.❤❡, ❛♥❛❧②.✐❝❛❧❧② ♦, ✉*✐♥❣ ❝♦♠♠♦♥ *❡♥*❡✮✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ .❤❡ ✐♥❢♦,♠❛.✐♦♥ ♣,❡*❡♥.❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✱ ✇❡

❝❛♥ ❞❡*❝,✐❜❡ .❤❡ ✉♥❝❡,.❛✐♥.② ❛* ❢♦❧❧♦✇*✿

ψa−u := ψ̄a−u − ψ̂a−uz1 ψu−a := ψ̄u−a + ψ̂u−az2

ψu−l := ψ̄u−l − ψ̂u−lz3 ψl−u := ψ̄l−u + ψ̂l−uz4

γ := γ̄ + γ̂z5 (1/Cs) := (1/C̄s)− (Ĉs/(C̄
2
s + C̄sĈs))z6

σ1 := σ̄1 + σ̂1z7 σ2 := σ̄2 + σ̂2z8

σ3 := σ̄3 + σ̂3z9 ,

✇❤❡,❡ .❤❡ ✏❜❛,✑ ❛♥♥♦.❛.❡❞ ♣❛,❛♠❡.❡, ,❡❢❡,* .♦ .❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ .❤❡ ✏❤❛.✑ ❛♥♥♦.❛.❡❞ ♣❛,❛♠❡.❡,

,❡❢❡,* .♦ .❤❡ ♠❛❣♥✐.✉❞❡ ♦❢ .❤❡ ♣❡,.✉,❜❛.✐♦♥ ♥❡❡❞❡❞ .♦ ❣❡. .♦ .❤❡ ❝❤♦*❡♥ ❡①.,❡♠❡ ✈❛❧✉❡✳ ❲❡ ❛❧*♦ ♠♦❞❡❧❡❞

.❤❡ ♣❡,.✉,❜❛.✐♦♥ ♦♥ .❤❡ .❡,♠ 1/Cs ✉*✐♥❣ ❛♥ ❛❞❞✐.✐✈❡ ❢♦,♠✉❧❛.✐♦♥✱ ♥❛♠❡❧②✿

1/Cs :=

{

1/C̄s ✐❢ z6 = 1

1/(C̄s + Ĉs) ♦.❤❡,✇✐*❡

.
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

γψa−u = γ̄ψ̄a−u − γ̄ψ̂a−uz1 + ψ̄a−uγ̂z5 − γ̂ψ̂a−uz1z5

γψu−a = γ̄ψ̄u−a + γ̄ψ̂u−az2 + ψ̄u−aγ̂z5 + γ̂ψ̂u−az2z5

σ1γψ
a−u = σ̄1γ̄ψ̄

a−u − σ̄1γ̄ψ̂
a−uz1 + σ̄1γ̂ψ̄

a−uz5 + σ̂1γ̄ψ̄
a−uz7

− σ̄1γ̂ψ̂
a−uz1z5 − σ̂1γ̄ψ̂

a−uz1z7 + σ̂1γ̂ψ̄
a−uz5z7 + σ̂1γ̂ψ̂

a−uz1z5z7

σ1γψ
u−a = σ̄1γ̄ψ̄

u−a + σ̄1γ̄ψ̂
u−az2 + σ̄1γ̂ψ̄

u−az5 + σ̂1γ̄ψ̄
u−az7

+ σ̄1γ̂ψ̂
u−az2z5 + σ̂1γ̄ψ̂

u−az2z7 + σ̂1γ̂ψ̄
u−az5z7 + σ̂1γ̂ψ̂

u−az2z5z7

σ1γ/Cs = σ̄1γ̄θ̄ + σ̄1γ̂θ̄z5 − σ̄1γ̄θ̂z6 + σ̂1γ̄θ̄z7

− σ̄1γ̂θ̂z5z6 + σ̂1γ̂θ̄z5z7 − σ̂1γ̂θ̄z6z7 − σ̂1γ̂θ̂z5z6z7

σ1σ2 = σ̄1σ̄1 + σ̂1σ̄1z7 + σ̄σ̂2z8 + σ̄1σ̄2z7z8 ,

✇❤❡2❡ θ̄ := 1/C̄s ❛♥❞ θ̂ := Ĉs/(C̄
2
s + C̄sĈs)✳ ❇② ♠❛❦✐♥❣ '❤❡ 2❡♣❧❛❝❡♠❡♥' v0jk := zjzk ❛♥❞ vijk := zizjzk✱
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γψa−u = γ̄ψ̄a−u − γ̄ψ̂a−uz1 + ψ̄a−uγ̂z5 − γ̂ψ̂a−uv015

γψu−a = γ̄ψ̄u−a + γ̄ψ̂u−az2 + ψ̄u−aγ̂z5 + γ̂ψ̂u−av025

σ1γψ
a−u = σ̄1γ̄ψ̄

a−u − σ̄1γ̄ψ̂
a−uz1 + σ̄1γ̂ψ̄

a−uz5 + σ̂1γ̄ψ̄
a−uz7

− σ̄1γ̂ψ̂
a−uv015 − σ̂1γ̄ψ̂

a−uv017 + σ̂1γ̂ψ̄
a−uv057 + σ̂1γ̂ψ̂

a−uv157

σ1γψ
u−a = σ̄1γ̄ψ̄

u−a + σ̄1γ̄ψ̂
u−az2 + σ̄1γ̂ψ̄

u−az5 + σ̂1γ̄ψ̄
u−az7

+ σ̄1γ̂ψ̂
u−av025 + σ̂1γ̄ψ̂

u−av027 + σ̂1γ̂ψ̄
u−av057 + σ̂1γ̂ψ̂

u−av257

σ1γ/Cs = σ̄1γ̄θ̄ + σ̄1γ̂θ̄z5 − σ̄1γ̄θ̂z6 + σ̂1γ̄θ̄z7

− σ̄1γ̂θ̂v056 + σ̂1γ̂θ̄v057 − σ̂1γ̂θ̄v067 − σ̂1γ̂θ̂v567

σ1σ2 = σ̄1σ̄1 + σ̂1σ̄1z7 + σ̄σ̂2z8 + σ̄1σ̄2v078 ,

❍❡♥❝❡ ✐' ❜❡❝♦♠❡" ♣♦""✐❜❧❡ '♦ 2❡♣2❡"❡♥' U ❛"✿
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







(A,F ) ∈ R
w×w × R

w×n

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∃z0 = 1 , z ∈ {0, 1}m , v ∈ {0, 1}|S|

∑m

i=1 zi ≤ Γ

A = Ā+
∑m

i=1 Âizi +
∑

(i,j,k)∈S Ãijkvijk

F = F̄ +
∑m

i=1 F̂izi +
∑

(i,j,k)∈S F̃ijkvijk
zi + zj + zk − 2 ≤ vijk ≤ (1/3)(zi + zj + zk) , ∀ (i, j, k) ∈ S



























✇❤❡2❡

S := {(0, 1, 5), (0, 1, 7), (0, 2, 5), (0, 2, 7), (0, 5, 6), (0, 5, 7), (0, 6, 7), (0, 7, 8), (1, 5, 7), (2, 5, 7), (5, 6, 7)} ,

❛♥❞ ✇❤❡2❡ Ā +
∑

i Âizi +
∑

(i,j,k)∈S Ãijkvijk ❛♥❞ F̄ +
∑

i F̂izi +
∑

(i,j,k)∈S F̃ijkvijk ❛2❡ '❤❡ 2❡"♣❡❝'✐✈❡
❧✐♥❡❛2 ♠❛'2✐① 2❡♣2❡"❡♥'❛'✐♦♥" ♦❢ A ❛♥❞ F ✳ ❋✉2'❤❡2♠♦2❡✱ '❤❡ "❡' ♦❢ ❧✐♥❡❛2 ❝♦♥"'2❛✐♥'" '❤❛' '❛❦❡ '❤❡ ❢♦2♠✿

zi + zj + zk − 2 ≤ vijk ≤ (1/3)(zi + zj + zk) ,

❛2❡ "✐♠♣❧② ❛ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥' ✇❛② ♦❢ 2❡♣2❡"❡♥'✐♥❣ '❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛2 ❡B✉❛❧✐'② ❝♦♥"'2❛✐♥' vijk = zizjzk✳

✸✵



❍❛✈✐♥❣ &❤✐( )❡♣)❡(❡♥&❛&✐♦♥ ❢♦) U ✐♥ ❤❛♥❞✱ 0)♦❜❧❡♠ ✭✶✹✮ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡(❝)✐❜❡❞ ❛(✿











































































max
y,z,v

yt − wt

(✳& yτ+1 = (Ā+
∑

i

Âizi +
∑

(i,j,k)∈S

Ãijkvijk)yτ

+ (F̄ +
∑

i

F̂izi +
∑

(i,j,k)∈S

F̃ijkvijk)xτ , ∀ τ = 1, . . . , t

∑

i

zi ≤ Γ

zi + zj + zk − 2 ≤ vijk ≤ (1/3)(zi + zj + zk) , ∀ (i, j, k) ∈ S

z ∈ {0, 1}m, v ∈ {0, 1}|S|

✇❤✐❝❤ ✐( (&✐❧❧ ❛ ♠✐①❡❞ ✐♥&❡❣❡) ♥♦♥❧✐♥❡❛) ♣)♦❣)❛♠ ❞✉❡ &♦ &❤❡ ❝)♦((✲&❡)♠( ziyτ ❛♥❞ vijkyτ ✳
■♥ ♦)❞❡) &♦ ❢❛❝✐❧✐&❛&❡ &❤❡ )❡(♦❧✉&✐♦♥✱ ✇❡ ❛♣♣❧② ❛ (❡❝♦♥❞ (&❡♣ ♦❢ ❧✐♥❡❛)✐③❛&✐♦♥ ❜② ❡♠♣❧♦②✐♥❣ ❛❞❞✐&✐♦♥❛❧

✈❛)✐❛❜❧❡( Z ∈ R
m×t

❛♥❞ V ∈ R
|S|×t

(✉❝❤ &❤❛& Zi,τ := ziyτ ❛♥❞ Vijk,τ := vijkyτ ✳ ❚❤✐( ❧❡❛❞( &♦ &❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠✐①❡❞ ✐♥&❡❣❡) ❧✐♥❡❛) ♣)♦❣)❛♠✿
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max
y,z,v,Z,V

yt

(✳&✳ yτ+1 = Āyτ +
∑

i

ÂiZi,τ +
∑

(i,j,k)∈S

ÃijkVijk,τ + F̄ xτ +
∑

i

F̂ixτzi +
∑

(i,j,k)∈S

F̃ijkxτvijk

F̄ xτ +
∑

i

F̂ixτzi +
∑

(i,j,k)∈S

F̃ijkxτvijk

−M1zi ≤ Zi,τ ≤M2zi

yτ −M2(1− zi) ≤ Zi,τ ≤ yτ +M1(1− zi)

−M1vi ≤ Vi,τ ≤M2vi

yτ −M2(1− vi) ≤ Vi,τ ≤ yτ +M1(1− vi)
∑

i

zi ≤ Γ

zi + zj + zk − 2 ≤ vijk ≤ (1/3)(zi + zj + zk) , ∀ (i, j, k) ∈ S

z ∈ {0, 1}m, v ∈ {0, 1}|S|,

✇❤❡)❡ M1 ❛♥❞ M2 ❛)❡ ❧❛)❣❡ ❡♥♦✉❣❤ ❝♦♥(&❛♥&( &❤❛& ❛)❡ ❦♥♦✇♥ &♦ ❝❛♣&✉)❡ −M1 ≤ y∗τ ≤M2✳ ❖♥❡ ❝❛♥

❡❛(✐❧② ✈❡)✐❢② &❤❛& &❤❡ ✏❜✐❣ ▼✑ ❝♦♥(&)❛✐♥&( ♦♥ Zi,τ ❛♥❞ Vijk,τ ❡❛) ❡H✉✐✈❛❧❡♥& &♦ ✐♠♣♦(✐♥❣ &❤❛& Zi,τ := ziyτ
❛♥❞ Vijk,τ := vijkyτ ✳

❉✳ ▼♦♥%❡✲❈❛*❧♦ ,✐♠✉❧❛%✐♦♥, ♦❢ %❤❡ %❡♠♣❡*❛%✉*❡

❋♦) )❡❛❞❛❜✐❧✐&② )❡❛(♦♥(✱ ✇❡ ♣❧♦& ♦♥❧② ✶✵✵ &)❛❥❡❝&♦)✐❡( ✭&♦ ❝❛❧❝✉❧❛&❡ &❤❡ ❈❱❛❘✱ ✇❡ ❤❛✈❡ )❡❛❧✐③❡❞ ✷✱✵✵✵
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