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♠❛&❡ ❝❤❛♥❣❡ ❛/❡♥❛✱ ♠✉❧&✐*❝❡♥❛/✐♦ ❛♥❛❧②*✐* ✐* ❢/❡H✉❡♥&✱ ❛* ♣/♦♣♦*❡❞ ❜② &❤❡ *❝❡♥❛/✐♦* ♦❢ &❤❡ ■I❈❈

✭■♥&❡/❣♦✈❡/♥♠❡♥&❛❧ I❛♥❡❧ ♦♥ ❈❧✐♠❛&❡ ❈❤❛♥❣❡✮ ♦/ &❤❡ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❡①❡/❝✐*❡* ♦❢ &❤❡ ❊♥❡/❣② ▼♦❞✲

❡❧❧✐♥❣ ❋♦/✉♠ ✭❑/✐❡❣❧❡/ ❡& ❛❧✳✱ ✷✵✶✹✮✱ ❛♠♦♥❣ ♦&❤❡/*✳ ❙❝❡♥❛/✐♦✴❡♥*❡♠❜❧❡ ❛♥❛❧②*❡* ❝❛♥ ❜❡ ♣❡/❢♦/♠❡❞

✇✐&❤♦✉& H✉❛♥&✐❢②✐♥❣ &❤❡ ✉♥❝❡/&❛✐♥&② ✭✈✐❛ ♣/♦❜❛❜✐❧✐&✐❡*✮ ♦❢ &❤❡ ✉♥❞❡/❧②✐♥❣ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛/❛♠❡&❡/*✳

❍♦✇❡✈❡/✱ &❤✐* ❛❧*♦ ✐♠♣❧✐❡* ❛♥ ✉♥❛✈♦✐❞❛❜❧❡ ❛♠❜✐❣✉✐&② ✐♥ ✐♥&❡/♣/❡&✐♥❣ ❡♥*❡♠❜❧❡ /❡*✉❧&* *✐♥❝❡ &❤❡②

&❡♥❞ &♦ ❜❡ ✉*❡❞ ✐♥ ❛ ❞❡&❡/♠✐♥✐*&✐❝ ❢❛*❤✐♦♥ ✇✐&❤♦✉& /❡❝♦❣♥✐③✐♥❣ &❤❛& &❤❡② ♠❛② ❤❛✈❡ ❛ ❧♦✇ ♣/♦❜❛✲

❜✐❧✐&② ♦❢ ♦❝❝✉//❡♥❝❡ ❛♥❞ ❛/❡ ♦♥❧② ♦♥❡ ♦❢ ♠❛♥② ♣♦**✐❜❧❡ ♦✉&❝♦♠❡* ✭❈❧❛/❦❡ ❡& ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❀ ❑✉♥/❡✉&❤❡/

❡& ❛❧✳✱ ✷✵✶✹✮✳ ▼♦/❡♦✈❡/✱ *✉❝❤ *❝❡♥❛/✐♦* ❧❡❛✈❡ &❤❡ ♣♦❧✐❝② ♠❛❦❡/ ✐♥ ❛ H✉❛♥❞❛/② ❛* &♦ ✇❤❛& ♣♦❧✐❝②

&♦ ✐♥✐&✐❛&❡✱ ❣✐✈❡♥ &❤❡ ♦❢&❡♥ ✇✐❞❡❧② ❞✐✈❡/❣✐♥❣ ❝♦✉/*❡* ♦❢ ❛❝&✐♦♥ *♦❧✉&✐♦♥* ♣/♦♣♦*❡❞ ❜② ❡❛❝❤ ♦❢ &❤❡

❛❧&❡/♥❛&✐✈❡ *❝❡♥❛/✐♦*✱ ❡✈❡♥ ✐♥ &❤❡ *❤♦/& &❡/♠✳

❖♥ &❤❡ ❝♦♥&/❛/②✱ ♦♥❡ ♦❢ &❤❡ ♠❛✐♥ ❛❞✈❛♥&❛❣❡* ♦❢ &❤❡ *&♦❝❤❛*&✐❝ ♣/♦❣/❛♠♠✐♥❣ ❛♣♣/♦❛❝❤ ✐* &♦ ♦❜&❛✐♥

❛♥ ❡①♣❧✐❝✐& *✐♥❣❧❡ ❤❡❞❣✐♥❣ *&/❛&❡❣② ✇❤✐❧❡ ✉♥❝❡/&❛✐♥&② ♣/❡✈❛✐❧*✳ ❨❡&✱ *&♦❝❤❛*&✐❝ ♣/♦❣/❛♠♠✐♥❣ ❤❛*

♦♥❡ ♠❛❥♦/ ❝♦♠♣✉&❛&✐♦♥❛❧ ❞/❛✇❜❛❝❦✿ ✐& H✉✐❝❦❧② ❧❡❛❞* &♦ ❧❛/❣❡✲*❝❛❧❡ ✐♥*&❛♥❝❡* ♦❢ &❤❡ ♦/✐❣✐♥❛❧ ♠♦❞❡❧✱

❤❡♥❝❡ &♦ ✈❡/② ❧♦♥❣ ❝♦♠♣✉&✐♥❣ &✐♠❡* ❛♥❞ &♦ ✐♥&/❛❝&❛❜✐❧✐&② ✐**✉❡* ✐♥ ♥✉♠❡/✐❝❛❧ ❝♦♠♣✉&❛&✐♦♥* ❛* &❤❡

♣/♦❜❧❡♠ ❣/♦✇*✳ ▼♦/❡♦✈❡/✱ ♣/♦❜❛❜✐❧✐&② ❞✐*&/✐❜✉&✐♦♥* ♦❢ &❤❡ ✉♥❝❡/&❛✐♥ ❞❛&❛ ❤❛✈❡ &♦ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ♦✈❡/

&❤❡ ❡♥&✐/❡ &/❡❡ ♦❢ ❞❡❝✐*✐♦♥ ✇❤❡♥ ✐& ♦❢&❡♥ ❤❛♣♣❡♥* &❤❛& &❤❡*❡ ❞✐*&/✐❜✉&✐♦♥* ❛/❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ✭❜❡❝❛✉*❡

♦❢ ❛ ❧❛❝❦ ♦❢ ✐♥❢♦/♠❛&✐♦♥✱ ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ♦❢ ♠❡❛*✉/❡*✳✳✳✮✳

❚❤✐* ✐* ✇❤❡/❡ /♦❜✉*& ♦♣&✐♠✐③❛&✐♦♥ *&❡♣* ✐♥✱ ❛* ✐& ♦✛❡/* ♣❛/*✐♠♦♥✐♦✉* ✇❛②* ♦❢ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐&❤ ♣/♦❜❧❡♠*

♦❢ ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥*✐♦♥ ✇❤✐❧❡ /❡H✉✐/✐♥❣ ♠✐♥✐♠❛❧ ✐♥❢♦/♠❛&✐♦♥ ❛❜♦✉& &❤❡ &/✉❡ ✬♣/♦❜❛❜✐❧✐&②✬ ❞✐*&/✐❜✉&✐♦♥*

✭❇❡♥✲&❛❧ ❛♥❞ ◆❡♠✐/♦✈*❦✐✱ ✷✵✵✷✮✳

✷✳✶✳ ●❡♥❡&❛❧ ♣&❡*❡♥+❛+✐♦♥ ♦❢ &♦❜✉*+ ♦♣+✐♠✐③❛+✐♦♥

❊❛/❧② ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥&* ♦❢ /♦❜✉*& ♦♣&✐♠✐③❛&✐♦♥ ✭❘❖✮ ❞❛&❡ ❜❛❝❦ &♦ ❙♦②*&❡/✱ ✶✾✼✸ ✇❤♦ ✐♥✐&✐❛&❡❞ ❛♥

❛♣♣/♦❛❝❤ ♦❢ ♦❜&❛✐♥✐♥❣ /❡❧❡✈❛♥& ✭✐✳❡✳ ❢❡❛*✐❜❧❡✮ ▲✐♥❡❛/ I/♦❣/❛♠♠✐♥❣ *♦❧✉&✐♦♥* ❛❧&❤♦✉❣❤ ♠❛&/✐①

❝♦❡✣❝✐❡♥&* ❛/❡ ✐♥❡①❛❝&✳ ❘❖ ❤❛* ❦♥♦✇♥ ♠❛♥② ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥&* ✐♥ &❤❡ ❧❛*& ✶✺ ②❡❛/* ❜② ❣❡♥❡/❛❧✲

✐③✐♥❣ ❙♦②*&❡/ ❛♣♣/♦❛❝❤ ✭❇❡/&*✐♠❛* ❛♥❞ ❙✐♠✱ ✷✵✵✹✮ ♦/ ✉*✐♥❣ ❞✐✛❡/❡♥& ❢♦/♠❛❧✐*♠* ✭❇❡♥✲&❛❧ ❛♥❞

◆❡♠✐/♦✈*❦✐✱ ✷✵✵✷❀ ❊❧ ●❤❛♦✉✐ ❡& ❛❧✳✱ ✶✾✾✽✮✳ ■&* ❛♣♣❧✐❝❛&✐♦♥* &♦ ❡♥❡/❣② ❛♥❞ ❡♥✈✐/♦♥♠❡♥& ♣/♦❜❧❡♠*

❛/❡ ❝✉//❡♥&❧② ❡♠❡/❣✐♥❣ ❛* ❛ ♣/♦♠✐*✐♥❣ &❡❝❤♥✐H✉❡ ❢♦/ ♣/❛❝&✐&✐♦♥❡/*✳

❚❤❡ ❣❡♥❡/❛❧ ♣/✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❘❖ ❝♦♥*✐*&* ✐♥ ✐♠♠✉♥✐③✐♥❣ ❛ *♦❧✉&✐♦♥ ❛❣❛✐♥*& ❛❞✈❡/*❡ /❡❛❧✐③❛&✐♦♥* ♦❢

✉♥❝❡/&❛✐♥ ♣❛/❛♠❡&❡/* ✇✐&❤✐♥ ❣✐✈❡♥ ✉♥❝❡/&❛✐♥&② *❡&*✳ ❚❤❡ ❜❛*✐❝ /❡H✉✐/❡♠❡♥& ❢♦/ ❛ /♦❜✉*& *♦❧✉&✐♦♥

✐* &❤❛& ❝♦♥*&/❛✐♥&* ♦❢ &❤❡ ♣/♦❜❧❡♠ ❛/❡ ♥♦& ✈✐♦❧❛&❡❞ ♥♦ ♠❛&&❡/ &❤❡ ♣❛/❛♠❡&❡/ /❡❛❧✐③❛&✐♦♥ ✐♥ &❤❡

*❡&✳ ❚❤❡ ♠❛❥♦/ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐**✉❡ &❤❡♥ ❝♦♥*✐*&* ✐♥ ✐❞❡♥&✐❢②✐♥❣✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ &❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝❧❛** ❛♥❞

&❤❡ ♥❛&✉/❡ ♦❢ &❤❡ ✉♥❝❡/&❛✐♥&② /❡❣✐♦♥✱ ❝♦♠♣✉&❛❜❧❡ /♦❜✉*& ❝♦✉♥&❡/♣❛/&* ❢♦/ &❤❡ ✐♥✐&✐❛❧ ♦♣&✐♠✐③❛&✐♦♥

♣/♦❣/❛♠✳ ❇❡♥✲❚❛❧ ❡& ❛❧✳ ✭✷✵✶✹✮ ❛♥❞ ❇❡/&*✐♠❛* ❡& ❛❧✳ ✭✷✵✶✵✮ /❡✈✐❡✇ &❡❝❤♥✐H✉❡* ❢♦/ ❜✉✐❧❞✐♥❣ *✉❝❤

/♦❜✉*& ❝♦✉♥&❡/♣❛/&* ✭❘❈✮ ✐♥ ❣❡♥❡/❛❧ ❝❛*❡*✳

❆ ♣❛/&✐❝✉❧❛/ ❝❛*❡ ♦❢ ✐♥&❡/❡*& ❢♦/ ✉* ✐* &❤❡ ❝❛*❡ ♦❢ ❛ ❧✐♥❡❛/ ♣/♦❣/❛♠ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐&❤ ❛ ♣♦❧②❤❡❞/❛❧

✉♥❝❡/&❛✐♥&② *❡&✱ ❢♦/ ✇❤✐❝❤ &❤❡ ❘❈ ✐* ✐&*❡❧❢ ❛ ❧✐♥❡❛/ ♣/♦❣/❛♠✳ ❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛&✐♦♥ ♣/❡*❡♥&❡❞ ❜❡❧♦✇ ✐*

✹



❜❛"❡❞ ♦♥ '❤✐" ♣+✐♥❝✐♣❧❡✳

▼❛"❤❡♠❛"✐❝❛❧ ❢♦+♠✉❧❛"✐♦♥ ♦❢ +♦❜✉/" ❧✐♥❡❛+ ♣+♦❣+❛♠♠✐♥❣

❆" ♠❡♥'✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ✇❤✐❧❡ "'♦❝❤❛"'✐❝ ♦+ ▼♦♥'❡✲❈❛+❧♦ ❢+❛♠❡✇♦+❦" +❡9✉✐+❡ '❤❡ ❞❡✜♥✐'✐♦♥ ♦❢ ♣+♦❜✲

❛❜✐❧✐'② ❞❡♥"✐'② ❢✉♥❝'✐♦♥"✱ '❤❡ ♣+✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❘❖ ❝♦♥"✐"'" ✐♥ "❡'✲❜❛"❡❞ ❞❡"❝+✐♣'✐♦♥" ♦❢ ✉♥❝❡+'❛✐♥'②✳

❆" "✉❝❤✱ ♦♥❧② '❤❡ ❡①'❡♥' '♦ ✇❤✐❝❤ ♣❛+❛♠❡'❡+" ❛+❡ ❧✐❦❡❧② '♦ ✈❛+② ♥❡❡❞" '♦ ❜❡ ❦♥♦✇♥ ✭❛❧'❤♦✉❣❤ '❤✐"

✐♥❢♦+♠❛'✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ✐'"❡❧❢ ❞✐✣❝✉❧' '♦ ❛❝9✉✐+❡✮✳ ❚❤✐" ❝♦++❡"♣♦♥❞" '♦ '❤❡ "✉♣♣♦+' ♦❢ '❤❡ ❞❡♥"✐'②

❢✉♥❝'✐♦♥"✳

❚♦ ✐♥'+♦❞✉❝❡ '❤❡ ♠❛'❤❡♠❛'✐❝❛❧ +❡♣+❡"❡♥'❛'✐♦♥ ♦❢ ❘❖✱ ✇❡ ❢♦❧❧♦✇ ❇❡+'"✐♠❛" ❛♥❞ ❙✐♠ ✭✷✵✵✹✮ ❛♥❞

❝♦♥"✐❞❡+ '❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧✐♥❡❛+ ♣+♦❜❧❡♠✿

✭!✮ :





min cTx
s.t. Ax ≤ b

x ∈ R
n
+, A ∈ R

m∗n
✭✶✮

❲❡ ❛""✉♠❡ '❤❛' '❤❡ ✉♥❝❡+'❛✐♥'② ♦♥❧② ❛✛❡❝'" '❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥'" ai,j(i ∈ I, j ∈ J) ♦❢ '❤❡ ♠❛'+✐① ❆

❛♥❞ '❤❛' ❛❧❧ '❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥'" ❛+❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥' ✭❢♦+ '❤❡ "❛❦❡ ♦❢ '❤❡ ❡①♣♦"✐'✐♦♥✮✳ ❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥'" ❝❛♥

✈❛+② ✐♥ ❛ "②♠♠❡'+✐❝ +❛♥❣❡✿ ai,j ∈ [ai,j − âi,j , ai,j + âi,j ] ❦♥♦✇♥ ❜② '❤❡ ❞❡❝✐"✐♦♥ ♠❛❦❡+✱ ✇❤❡+❡ ai,j
✐" '❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ '❤❡ ♣❛+❛♠❡'❡+ ❛♥❞ âi,j '❤❡ ✉♥❝❡+'❛✐♥'② "❡' ❤❛❧❢✲❧❡♥❣'❤ ✭❛♥❞ ❝♦++❡"♣♦♥❞"

'♦ '❤❡ ♣+❡❝✐"✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ❡"'✐♠❛'❡"✮✳ ❆" "'❛'❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ♥♦ "♣❡❝✐✜❝ ♣+♦❜❛❜✐❧✐'② ❞✐"'+✐❜✉'✐♦♥ ✐" ♥❡❡❞❡❞✳

❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ✐♥'+♦❞✉❝❡ '❤❡ ♣❛+❛♠❡'❡+ Γ ∈ [0, |J |] ♥❛♠❡❞ '❤❡ ❜✉❞❣❡' ♦❢ ✉♥❝❡+'❛✐♥'②✱ ✇❤♦"❡ +♦❧❡ ✐"

'♦ ❛❞❥✉"' '❤❡ +♦❜✉"'♥❡"" ♦❢ '❤❡ ♠❡'❤♦❞♦❧♦❣② ❛❣❛✐♥"' '❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝♦♥"❡+✈❛'✐"♠ ♦❢ '❤❡ "♦❧✉'✐♦♥✳

❇② ✇+✐'✐♥❣ ai,j = ai,j + zi,j âi,j ✱ ❤❡♥❝❡ zi,j =
ai,j − ai,j

âi,j
✱ zi,j ∈ [−1, 1] ✇❡ ❝❛♥ +❡❢♦+♠✉❧❛'❡ '❤❡

♣+♦❜❧❡♠ ✭O✮ ❛♥❞ ✇+✐'❡ ✐'" +♦❜✉"' ❝♦✉♥'❡+♣❛+' ✭O+♦❜✮✿

✭!#♦❜✮ :





min cTx
s.t.∑
j

ai,jxj +max
zi,j

∑
j

zi,j âi,jxj ≤ bi, ∀i ∈ I

|zi,j | ≤ 1, ∀i, j∑
j

|zi,j | ≤ Γi, ∀i ∈ I

x ∈ R
n
+

✭✷✮

▼♦+❡ ❣❡♥❡+❛❧❧②✱ ❜② ❧✐♠✐'✐♥❣ '❤❡ ♥✉♠❜❡+ ♦❢ ♣❛+❛♠❡'❡+" ❛❧❧♦✇❡❞ '♦ ❞❡✈✐❛'❡✱ Γ +❡♣+❡"❡♥'" '❤❡ ❞❡❣+❡❡

♦❢ ♣❡""✐♠✐"♠ ♦♥ '❤❡ ♣+♦❜❧❡♠ ♣❛+❛♠❡'❡+"✳ ❲❤❡♥ Γi = 0✱ '❤❡ +♦❜✉"' ♣+♦❜❧❡♠ ✐" ✐❞❡♥'✐❝❛❧ '♦ '❤❡

♥♦♠✐♥❛❧ ♦♥❡ ❛♥❞ ✇❤❡♥ Γi = |J |✱ ✐' ✐" ❡9✉❛❧ '♦ '❤❡ ✏✇♦+"' ❝❛"❡✑ ♣+♦❜❧❡♠ ✭❛♥❞ ✇❡ ❛+❡ ❜❛❝❦ '♦ '❤❡

❙♦②"'❡+ "♦❧✉'✐♦♥✮✳

❋♦+ '❤❡ "❛❦❡ ♦❢ '❤❡ ✐❧❧✉"'+❛'✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ "✉♣♣♦"❡ ✐♥ '❤✐" ❝❛"❡ '❤❛'✿ âi,j ≥ 0 ∀i, j❀ ❢♦+ '❤❡ ❣❡♥❡+❛❧
❝❛"❡ +❡"♦❧✉'✐♦♥ "❡❡ ❇❡♥✲'❛❧ ❡' ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮✳

❯"✐♥❣ "'+♦♥❣ ❞✉❛❧✐'② ❛+❣✉♠❡♥'"✱ '❤❡ ♠❛①✐♠✐③❛'✐♦♥ ♣+♦❜❧❡♠ ✐♥ '❤❡ ❝♦♥"'+❛✐♥' ❜❡❝♦♠❡" ❛ ♠✐♥✐✲

♠✐③❛'✐♦♥ ♣+♦❜❧❡♠ ✭❉❡❧❛❣❡✱ ✷✵✶✺✮✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ∀i ∈ I✱ '❤❡ ♣+✐♠❛❧ ♦❢ '❤❡ "✉❜♣+♦❜❧❡♠ ✭O✷✮ ❛♥❞ ✐'"

❞✉❛❧ ✭❉✷✮ ✿

✭!✷✮ :





max
z

∑

j

zi,j âi,jx
∗
j

"✳'✳

0 ≤ zi,j ≤ 1, ∀j (µ)
∑

j

zi,j ≤ Γi, (λ)

✭❉✷✮ :





min
λ,µ

λiΓi +
∑

j

µi,j

"✳'✳

λi + µi,j ≥ âi,jx
∗
j , ∀j

λi ∈ R+, µi,j ∈ R+

✭✸✮

✺



❚❤❡ ❞✉❛❧ ♣(♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ (❡✲✐♥❥❡❝1❡❞ ✐♥1♦ 1❤❡ ♦(✐❣✐♥❛❧ ♣(♦❜❧❡♠✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ✉5 1♦ (❡❢♦(♠✉❧❛1❡ 1❤❡

(♦❜✉51 ♣(♦❜❧❡♠ ✭8(♦❜✮ ❛5 ❛ ✉5✉❛❧ ❧✐♥❡❛( ♣(♦❣(❛♠♠✐♥❣ ♣(♦❜❧❡♠✿

✭!"♦❜✮ :





min cTx
s.t.∑
j

ai,jxj + λiΓi +
∑
j

µi,j ≤ bi, ∀i ∈ I

λi + µi,j ≥ âi,jxj , ∀j ∈ J, ∀i ∈ I

λ ∈ R+, µ ∈ R+

x ∈ R
n
+

✭✹✮

❍❡♥❝❡✱ 1❤❡ (♦❜✉51 ❝♦✉♥1❡(♣❛(1 ♦❢ 1❤❡ ♣(♦❜❧❡♠ ✐5 51✐❧❧ ❛ ❧✐♥❡❛( ♣(♦❣(❛♠♠✐♥❣ ♣(♦❜❧❡♠ ✭❛ ❧✐11❧❡

❜✐1 ❜✐❣❣❡(✮ ❛♥❞ ❝♦♥5❡(✈❡5 1❤❡ ❣♦♦❞ ♣(♦♣❡(1✐❡5 ♦❢ 1❤✐5 ❝❧❛55 ♦❢ ♠♦❞❡❧ ✐♥ 1❡(♠5 ♦❢ 1(❛❝1❛❜✐❧✐1② ❛♥❞

❝♦♠♣✉1❛1✐♦♥❛❧ 1✐♠❡ ✭❇❡(15✐♠❛5 ❛♥❞ ❚❤✐❡❧❡✱ ✷✵✵✻✮✳

❚❤❡ ❢♦(♠✉❧❛1✐♦♥ ❛❜♦✈❡ ❛❧5♦ ❛❧❧♦✇5 1♦ ❝♦♥5✐❞❡( ✉♥❝❡(1❛✐♥ ♣❛(❛♠❡1❡(5 ✐♥ 1❤❡ ♦❜❥❡❝1✐✈❡ ❢✉♥❝1✐♦♥✱

❛5 1❤❡ ♣(♦❜❧❡♠ ✐5 ❛❧✇❛②5 (❡✲✇(✐1❛❜❧❡ ✇✐1❤ ❛♥ ❛✉①✐❧✐❛(② ✈❛(✐❛❜❧❡ ✭❡✳❣ α✮ ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ ♠✐♥✐♠✐③❡ α

5✉❜❥❡❝1 1♦ ❛♥ ❛❞❞✐1✐♦♥❛❧ ❝♦♥51(❛✐♥1 1❤❛1 ✇❡ ❝♦✉❧❞ ♠❛❦❡ (♦❜✉51✿

min
α,x

{
α : cTx ≤ α,Ax ≤ b, x ∈ R

n
+

}
✭✺✮

✷✳✷✳ ■♥$%♦❞✉❝✐♥❣ ✉♥❝❡%$❛✐♥$② ♦♥ ❝♦/$/✿ ♠♦$✐✈❛$✐♦♥/

❖♥❡ ❣❡♥❡(❛❧ ♠♦1✐✈❛1✐♦♥ ❢♦( ✐♥1(♦❞✉❝✐♥❣ (♦❜✉51 ♦♣1✐♠✐③❛1✐♦♥ ✐♥ ❧✐♥❡❛( ♣(♦❣(❛♠ ❧✐❡5 ✐♥ 1❤❡ ❢❛❝1 1❤❛1

✧(❡❛❧✲✇♦(❧❞✧ ♣(♦❜❧❡♠5 ❛(❡ ❝♦♥1❛♠✐♥❛1❡❞ ✇✐1❤ ✉♥❝❡(1❛✐♥1✐❡5 ✭♠❡❛5✉(❡♠❡♥1✳✳✳✮✳ ■♥ 1❤❡ ❝♦♥1❡①1 ♦❢

❧♦♥❣✲1❡(♠ ♣(♦5♣❡❝1✐✈❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ❢♦(❡❝❛51✐♥❣ ❡((♦(5 ♦♥ ✐♥♣✉1 ❞❛1❛ ✐5 ❛ ♠❛❥♦( ✐55✉❡✳ ❋♦( ❧♦♥❣✲1❡(♠

❛55❡55♠❡♥15✱ ❡♥❡(❣② 5②51❡♠ ♠♦❞❡❧5 ❜✉✐❧1 ♦♥ ❛ ❜♦11♦♠✲✉♣ ♣❛(❛❞✐❣♠ (❡L✉✐(❡ ❛5 ✐♥♣✉1 ❞❛1❛ 1❤❡

❞❡✜♥✐1✐♦♥ ♦❢ ♣(✐♠❛(② ❡♥❡(❣② ♣(✐❝❡5 ❛♥❞ 1❡❝❤♥♦❧♦❣② ❝♦515 ♦✈❡( 1❤❡ ✇❤♦❧❡ ❤♦(✐③♦♥✳ ❲❤✐❧❡ 1❤❡(❡ ❛(❡

♠❛♥② ✇❛②5 1♦ ❞❡✜♥❡ 5✉❝❤ ♣(✐❝❡5 ❛♥❞ ❝♦515 ✭❡①♣❡(1 ❡❧✐❝✐1❛1✐♦♥✱ ❞❛1❛ ❛♥❛❧②5✐5✱ ❧✐1❡(❛1✉(❡ (❡✈✐❡✇5✳✳✳✮✱

✐1 (❡♠❛✐♥5 ✉♥❛✈♦✐❞❛❜❧❡ 1❤❛1 5✉❝❤ ♣(♦❥❡❝1✐♦♥5 ❛(❡ 5♣♦✐❧1 ❜② ♠✐51❛❦❡5✳

▲♦♥❣ 1❡(♠ ❡♥❡(❣② ♣(✐❝❡5 ❞②♥❛♠✐❝5 (❡5✉❧1 ❢(♦♠ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♠❜✐♥❛1✐♦♥ ♦❢ ♠❛❝(♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ✭❣(♦✇1❤✱

❝②❝❧❡5✱ ♣(♦❞✉❝1✐✈✐1②✱ ❡♠♣❧♦②♠❡♥1 (❛1❡✱ ❡①❝❤❛♥❣❡ (❛1❡✱ ✐♥1❡(❡51 (❛1❡✮✱ 1❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ✭♠❛(❣✐♥❛❧ ❝♦51

♦❢ ♣(♦❞✉❝1✐♦♥✱ ❝♦515 ♦❢ 5✉❜51✐1✉1❡5✱ ❛❝❝❡55 1♦ (❡5❡(✈❡5✱ ❞❡♣❧❡1✐♦♥ (❛1❡✳✳✳✮✱ ❣❡♦♣♦❧✐1✐❝❛❧ ✭(❡5♦✉(❝❡5

♥❛1✐♦♥❛❧✐5♠✱ ❜✐❧❛1❡(❛❧ ♦( ♠✉❧1✐❧❛1❡(❛❧ (❡❧❛1✐♦♥5 ❜❡1✇❡❡♥ ❝♦✉♥1(✐❡5✱ ✇♦(❧❞ ♦✐❧ 1(❛♥5✐1 ❝❤♦❦❡♣♦✐♥15

5✉❝❤ ❛5 ❍♦(♠✉③ ❛♥❞ ▼❛❧❛❝❝❛ 51(❛✐15✮✱ ♠❛(❦❡1 ✭5✉♣♣❧②✱ ❞❡♠❛♥❞✱ 51♦❝❦5✮ ❛♥❞ 51(❛1❡❣✐❝ ❢♦(❝❡5✳

■♥ ✐15 ❲♦(❧❞ ❊♥❡(❣② ❖✉1❧♦♦❦ ✭❲❊❖✮✱ 1❤❡ ■♥1❡(♥❛1✐♦♥❛❧ ❡♥❡(❣② ❛❣❡♥❝② ✭■❊❆✮ ❢♦❝✉5 ♦♥ ❛ 5❡1

♦❢ ❢❛❝1♦(5 ✐♥ ♦(❞❡( 1♦ ❡①♣❧❛✐♥ ❛ ❧♦✇ ♣(✐❝❡ 5❝❡♥❛(✐♦ ✭❖8❊❈ 51(❛1❡❣②✱ ❣❡♦♣♦❧✐1✐❝❛❧ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥15✱

♥♦♥✲❖8❊❈ 5✉♣♣❧②✱ ✇♦(❧❞ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❣(♦✇1❤✱ ❡♥❡(❣② 5✉❜5✐❞✐❡5 1❤❛1 ❛(❡ ❤✐❣❤❧② ✉♥❝❡(1❛✐♥ ❣❧♦❜❛❧❧②

❜✉1 ❛❧5♦ ❡❧❡♠❡♥15 ❜② ❡❧❡♠❡♥15 ✭■❊❆✱ ✷✵✶✺✮✳ ❍❡♥❝❡✱ 1❤❡ 51(✉❝1✉(❡ ♦❢ 1❤❡ ❡♥❡(❣② ♠❛(❦❡15 ❛♥❞

1❤❡ ❞✐✛❡(❡♥1 ♣❧❛②❡(5 ✭■♥1❡(♥❛1✐♦♥❛❧ ❖✐❧ ❈♦♠♣❛♥②✱ ◆❛1✐♦♥❛❧ ❖✐❧ ❈♦♠♣❛♥②✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥1 ♦✐❧ ✫ ❣❛5

♣(♦❞✉❝❡(5✳ ✳ ✳ ✮ ♦✛❡( ❛ ✇✐❞❡ (❛♥❣❡ ♦❢ 51(❛1❡❣✐❡5 ✭(❛1❡ ♦❢ ❡①1(❛❝1✐♦♥ ❢♦( ❡①❛♠♣❧❡✮ 1❤❛1 ✇✐❧❧ ❤❡❛✈✐❧②

✐♠♣❛❝1 1❤❡ ♠❡❞✐✉♠ 1❡(♠ ❡♥❡(❣② ♣(✐❝❡5 ✐♥ 1❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ❛♥❞ ❧♦♥❣ (✉♥✳

❈♦515 ♦❢ ♥❡✇ 1❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡5 ❛(❡ ❧✐❦❡✇✐5❡ 5✉❜❥❡❝1 1♦ ❣(❡❛1 ✉♥❝❡(1❛✐♥1②✳ ■♥ ❛ (❡❝❡♥1 (❡1(♦5♣❡❝1✐✈❡

51✉❞②✱ 1❤❡ ■♥1❡(♥❛1✐♦♥❛❧ ❈♦✉♥❝✐❧ ♦♥ ❈❧❡❛♥ ❚(❛♥5♣♦(1❛1✐♦♥ ❝♦♠♣❛(❡5 ❝♦51 ♣(♦❥❡❝1✐♦♥5 ♦❢ ♠♦❜✐❧✐1②

1❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡5 ✕ ♣❛55❡♥❣❡( ❝❛(5 ❛♥❞ ▲❉❱5 ✕ ✇✐1❤ ❛❝1✉❛❧ ♦❜5❡(✈❛1✐♦♥5❀ 1❤❡② ❝♦♥❝❧✉❞❡ 1❤❛1 ✭✐✮ 1❤❡(❡

✐5 ❛ ❧❛(❣❡ 5♣(❡❛❞ ✐♥ ❝♦515 ♣(♦❥❡❝1✐♦♥ ❛♥❞ ✭✐✐✮ ❡①✲♣♦51 ❝♦♠♣❛(✐5♦♥5 ❢❛❧❧ L✉✐1❡ ❢❛( ❢(♦♠ ❛❝1✉❛❧ ♦❜5❡(✲

✈❛1✐♦♥5✳ ❚❤✐5 ✐55✉❡ ❛❧5♦ ❛(✐5❡5 ❢♦( ❡♥❡(❣② 5✉♣♣❧② 1❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡5 ✭5❡❡ ❡✳❣✳ ▲❡✈✐ ❛♥❞ 8♦❧❧✐11 ✭✷✵✶✺✮ ✐♥

1❤❡ ❝❛5❡ ♦❢ ❡❧❡❝1(✐❝✐1②✮✱ ❛5 ❛(❣✉❡❞ ❜② ❲❡✐55 ❡1 ❛❧✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ■♥ 1❤❡ ❧♦♥❣✲(✉♥✱ 1❡❝❤♥♦❧♦❣② ✐♥✈❡51♠❡♥1

❝♦515 ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ 1❤❡ ✐♥1❡♥5✐1② ❛♥❞ ❡✛❡❝1✐✈❡♥❡55 ♦❢ ❘✫❉✱ ❧❡❛(♥✐♥❣ ❡✛❡❝15✱ ❝♦515 ♦❢ (❛✇ ♠❛1❡(✐❛❧5✱ ♦(

♦(❣❛♥✐③❛1✐♦♥❛❧ ✐55✉❡5 ❆♥❝(❡ ✭✷✵✶✺✮✳ ■♥ ❜♦11♦♠✲✉♣ ♠♦❞❡❧5✱ 1❤❡5❡ ❛55✉♠♣1✐♦♥5 ❛(❡ ❡①♦❣❡♥♦✉5 ❛♥❞✱

♠♦51 ♦❢ 1❤❡ 1✐♠❡✱ ✐♠♣❧✐❝✐1❧② ❞❡✜♥❡❞ ✇✐1❤✐♥ 1❤❡ L✉❛♥1✐1❛1✐✈❡ ♣(♦❥❡❝1✐♦♥5 ♦♥ ✐♥✈❡51♠❡♥1 ❛♥❞✴♦(

✻
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■♥ "❤♦%&✱ &❤❡ %♦❜✉"& ♦❜❥❡❝&✐✈❡ ❢✉♥❝&✐♦♥ ✐♥&❡❣%❛&❡" &❤❡ ❝♦"& ❧✐♥❦❡❞ &♦ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ &❤❡ &❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧

✈❛%✐❛❜❧❡" ❛♥❞ ❛ ❝♦"& ❧✐♥❦❡❞ &♦ &❤❡ ❞✐✈❡%"✐✜❝❛&✐♦♥ &♦ ❤❡❞❣❡ ❛❣❛✐♥"& &❤❡ ✉♥❝❡%&❛✐♥&②✳

■♥ ♦✉% ❝❛"❡✱ ✇❤❡♥ &❤❡ ♦❜❥❡❝&✐✈❡ ❢✉♥❝&✐♦♥ ♣❛%❛♠❡&❡%" ❛%❡ ✉♥❝❡%&❛✐♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

✭Prob✮ :





minα
s.t. cTx+ λΓ + eTµ ≤ α

Ax ≤ b (y)
λ+ µj ≥ ĉjxj , ∀j ∈ J (zj)
x ∈ R

n
+, λ ∈ R+, µ ∈ R+

✭✻✮

❛♥❞ &❤❡ ❞✐✛❡%❡♥❝❡ ❜❡&✇❡❡♥ &❤❡ ♦♣&✐♠❛❧ %♦❜✉"& ❛♥❞ ❞❡&❡%♠✐♥✐"&✐❝ ♦❜❥❡❝&✐✈❡ ❢✉♥❝&✐♦♥" ✐" &❤❡ ❢♦❧✲

❧♦✇✐♥❣✿

∆rob = [cT (x∗
rob − x∗

det)]︸ ︷︷ ︸
❚❡❝❤♥✐❝❛❧ (✉❜(+✐+✉+✐♦♥(

+ [λ∗Γ +
∑

j

µ∗
j ]

︸ ︷︷ ︸
❈❛♣+✐✈❡ ❝♦(+(

✭✼✮

❚❤❡ ✇❤♦❧❡ ∆rob ❝❛♥ ❜❡ ✐♥&❡%♣%❡&❡❞ ❛" ❛ %✐"❦ ♣%❡♠✐✉♠ ❛❣❛✐♥"& &❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ %♦❜✉"&♥❡"" ❞❡&❡%♠✐♥❡❞

❜② &❤❡ ❝♦✉♣❧❡ (Γ, U) ✇❤❡%❡ ❯ ✐" &❤❡ ✉♥❝❡%&❛✐♥&② "❡& ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝♦"& ❞❡✈✐❛&✐♦♥" &❛❦❡ ✈❛❧✉❡"✳

▼♦%❡ ♣%❡❝✐"❡❧②✱ &❤❡ ✜%"& ❜%❛❝❦❡&❡❞ &❡%♠ ♦❢ ∆rob ❛❝❝♦✉♥&" ❢♦% &❤❡ &❡❝❤♥✐❝❛❧ "✉❜"&✐&✉&✐♦♥ ❝♦"& ❞✉❡

&♦ ✉♥❝❡%&❛✐♥&②✳ ■& ✐" ❧✐♥❦❡❞ &♦ &❤❡ &❡❝❤♥✐❝❛❧ "✉❜"&✐&✉&✐♦♥" ♦♣❡%❛&❡❞ ✐♥ &❤❡ ❡♥❡%❣② "②"&❡♠ ❛" ❛

❤❡❞❣✐♥❣ "&%❛&❡❣② ❛❣❛✐♥"& ❛ ♣♦&❡♥&✐❛❧ ✐♥❝%❡❛"❡ ♦❢ "♦♠❡ &❡❝❤♥♦❧♦❣② ❝♦"&" ✭&❤❡ ♠♦"& "❡♥"✐&✐✈❡ ♦♥❡"✮✳

❚❤❡ "❡❝♦♥❞ ❜%❛❝❦❡&❡❞ &❡%♠ ❝♦♥"✐"&" ✐♥ ❛ ♣✉%❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❝♦"&✱ ✐♥ &❤❡ "❡♥"❡ &❤❛& ✐& ❝♦♠❡" "&%❛✐❣❤&✲

❢♦%✇❛%❞❧② ❢%♦♠ &❤❡ ✉"❡ ♦❢ &❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡" &❤❛& ✇✐❧❧ ❜❡ ✉"❡❞ ❛❧&❤♦✉❣❤ &❤❡✐% ❝♦"& ♠❛② ✐♥❝%❡❛"❡ ✭✐♥

♦&❤❡% ✇♦%❞"✱ &❤❡ ❧❡"" "✉❜"&✐&✉&❛❜❧❡ &❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡"✮✳ ■& ✐" &❤❡ ✉♥❛✈♦✐❞❛❜❧❡ ❝♦"& &❤❡ "②"&❡♠ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡

&♦ ✧"✉♣♣♦%&✧ ✐❢ &❤❡ ♠♦"& "❡♥"✐&✐✈❡ ❝♦"&" ❞❡✈✐❛&❡✳ ❚❤❡"❡ ✉♥❛✈♦✐❞❛❜❧❡ ❝♦"&" ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜②

♣%❡✈✐♦✉" ✐♥✈❡"&♠❡♥&" ✐♥ &❡❝❤♥♦❧♦❣② "❡♥"✐&✐✈❡ &♦ ❝♦"& ✉♥❝❡%&❛✐♥&② ♦% ❜② &❤❡ ❢❛❝& &❤❛& ♥♦ ❛❧&❡%♥❛&✐✈❡

&♦ &❤❡"❡ &❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡"✴ ❡♥❡%❣② "♦✉%❝❡" ❛%❡ ♣%❡"❡♥& ✐♥ &❤❡ ♠♦❞❡❧✳

❙❡❝♦♥❞✱ ✇❡ "❤❛❧❧ ♦❜"❡%✈❡ &❤❛& ✈❛%②✐♥❣ &❤❡ ✉♥❝❡%&❛✐♥&② ❜✉❞❣❡& ❛❝&✉❛❧❧② ❝♦%%❡"♣♦♥❞" &♦ ❡♥❞♦❣❡✲

♥♦✉"❧② ✈❛%②✐♥❣ &❤❡ ❝♦"& ❝♦❡✣❝✐❡♥&" ♦❢ &❤❡ ♦❜❥❡❝&✐✈❡ ❢✉♥❝&✐♦♥✳ ❆& ♦♣&✐♠✉♠✱ ✉"✐♥❣ &❤❡ ♣%✐♠❛❧ ❢♦%♠

♦❢ &❤❡ ❞❡✈✐❛&✐♦♥ "✉❜✲♣%♦❜❧❡♠✱ ✇❡ ❣❡& &❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣%❡""✐♦♥ ❢♦% &❤❡ ♦❜❥❡❝&✐✈❡ ❢✉♥❝&✐♦♥✿

f∗
rob = (cJ + z∗ĉJ)

Tx∗
J + cT

J
x∗
J
✱

✇❤❡%❡ ❏ ❛♥❞ J ❛%❡ &❤❡ "❡&" ♦❢ %❡"♣❡❝&✐✈❡❧② &❤❡ ❞❡✈✐❛&❡❞ ❝♦"&" ❛♥❞ &❤❡ ♦♥❡" &❤❛& "&❛② ♥♦♠✐♥❛❧ ❛&

&❤❡ ♦♣&✐♠✉♠✳ ❚❤✐" ♠❡❛♥" &❤❛& ❛& ♦♣&✐♠✉♠✱ &❤❡ %❡❧❛&✐✈❡ ❝♦"&" ❝♦♠❡ ❛" ❛ "♦❧✉&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ♣%♦❜❧❡♠✳

❚❤❡ &❡%♠ ✭cJ+z∗ĉJ✮ ❝♦%%❡"♣♦♥❞" &♦ %✐"❦✲❛❞❥✉"&❡❞ ❝♦"&" ❛❝❝♦%❞✐♥❣ &♦ ❛ ✇♦%"&✲❝❛"❡ ❧♦❣✐❝✳ ❚❤❡ ❞✉❛❧

✈❡%"✐♦♥ ♦❢ &❤✐" ♦❜"❡%✈❛&✐♦♥ ✐" ❡L✉❛❧❧② ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧❀ &❤❡ "❤❛❞♦✇ ♣%✐❝❡" ♦❢ &❤❡ &❡❝❤♥✐❝❛❧ ❝♦♥"&%❛✐♥&"

❛%❡ ♥♦✇ %❡❧❛&❡❞ ❜② cJ + z∗ĉJ −AT y ≥ 0 ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥" &❤❛& &❤❡ "❤❛❞♦✇ ♣%✐❝❡" ♦❢ &❤❡ ❝♦♠♠♦❞✐&✐❡"

❛%❡ ❧✐❦❡✇✐"❡ %✐"❦✲❛❞❥✉"&❡❞ ❢♦% &❤❡ ♣❛✐% (Γ, U)✳
❚❤✐" ❤❛" ❛♥ ✐♠♣♦%&❛♥& ✐♠♣❧✐❝❛&✐♦♥✿ ✐♥ &❤❡ ♣%♦❝❡"" ♦❢ ✈❛%②✐♥❣ &❤❡ ✉♥❝❡%&❛✐♥&② ❜✉❞❣❡&✱ ✇❡ "♦♠❡❤♦✇

❡♥❞♦❣❡♥♦✉"❧② ❣❡♥❡%❛&❡ ❞✐✛❡%❡♥& %❡❧❛&✐✈❡ ❝♦"& "②"&❡♠" ♦♥ &❤❡ ❜❛"✐" ♦❢ ❛ %✐"❦ ❛""❡""♠❡♥& ✭❞❡✜♥❡❞

❜② &❤❡ ❞❡✈✐❛&✐♦♥ "✉❜✲♣%♦❜❧❡♠✮✳ ❚❤✐" ✐♥&❡%♣%❡&❛&✐♦♥ ❣✐✈❡" ❛ "❡♥"❡✱ ❛" ♣%♦♣♦"❡❞ ✐♥ &❤❡ "❡L✉❡❧ ♦❢

&❤❡ ♣❛♣❡%✱ &♦ ♣❡%❢♦%♠✐♥❣ ❛ "②"&❡♠❛&✐❝ "❡♥"✐&✐✈✐&② ❛♥❛❧②"✐" ♦♥ &❤❡ ✉♥❝❡%&❛✐♥&② ❜✉❞❣❡& Γ✱ ❜❡❝❛✉"❡

✐& ❛❧❧♦✇" &♦ &❡"& &❤❡ ♠♦❞❡❧ %❡"♣♦♥"❡ ✇✐&❤ ✈❛%✐♦✉" ❝♦"& %❡❣✐♠❡"

✶

✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❤❡♥ ✐& ❝♦♠❡" &♦ ✉♥❝❡%&❛✐♥&②✱ ♦♥❡ ♥❛&✉%❛❧❧② ❡①♣❡❝&" &♦ ✜♥❞ "♦♠❡ ❝♦♥♥❡❝&✐♦♥" ✇✐&❤  ✐"❦

♣ ❡❢❡ ❡♥❝❡"✳ ❆ %❡❧❛&✐♦♥"❤✐♣ ❜❡&✇❡❡♥ %♦❜✉"& ❧✐♥❡❛% ♣%♦❣%❛♠" ❛♥❞ %✐"❦✲❛✈❡%"❡ ♦♣&✐♠✐③❛&✐♦♥ ❡①✐"&"❀

✶
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 ❤❡ ❧✐♥❦ '❡❧✐❡( ♦♥  ❤❡ ❛♥❛❧②(✐( ♦❢  ❤❡ ✉♥❝❡' ❛✐♥ ② (❡ ( ♦❢  ❤❡ '♦❜✉( ♣'♦❣'❛♠( ✇✐ ❤ '❡(♣❡❝  ♦ (♣❡✲

❝✐✜❝ ❢❛♠✐❧✐❡( ♦❢ '✐(❦ ♠❡❛(✉'❡( ✭❢♦' ♠♦'❡ ❞❡ ❛✐❧( (❡❡ ❡✳❣✳ ❇❡' (✐♠❛( ❛♥❞ ❇'♦✇♥ ✭✷✵✵✾✮❀ ◆❛ ❛'❛❥❛♥

❡ ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮✮✳ ■♥ ♣❛' ✐❝✉❧❛'✱ ❇❡' (✐♠❛( ❛♥❞ ❇'♦✇♥ ✭✷✵✵✾✮ (❤♦✇  ❤❛  ❤❡ (♣❛❝❡ ♦❢ ♣♦❧②❤❡❞'❛❧

✉♥❝❡' ❛✐♥ ② (❡ ( ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡'❛ ❡❞ ❜②  ❤❡ ❝❧❛(( ♦❢ ❈❱❛❘ '✐(❦ ♠❡❛(✉'❡(✳ ❈♦♥(❡F✉❡♥ ❧②✱  ❤❡ '♦❜✉( 

✈❡'(✐♦♥ ♦❢  ❤❡ ❡♥❡'❣② ♠♦❞❡❧ ✉(❡❞ ✐♥  ❤✐( ✇♦'❦ ✇✐❧❧ (❤♦✇ ❛  ❛" ❡ ❢♦& ❞✐✈❡&"✐ ②✳

✷✳✹✳ ❘♦❜✉'( ♦♣(✐♠✐③❛(✐♦♥✿ ■♥(❡❣3❛(✐♦♥ ✐♥ ❛♥ ✐♥(❡3✲(❡♠♣♦3❛❧ ❢3❛♠❡✇♦3❦

■♥ ♠✉❧ ✐( ❛❣❡ ♦♣ ✐♠✐③❛ ✐♦♥✱ ✇❤❡♥  ❤❡ ✉♥❝❡' ❛✐♥ ② '❡✈❡❛❧( ✐ (❡❧❢ ❛ (♦♠❡ ♣♦✐♥ ✱  ❤❡ '♦❜✉( ♦♣✲

 ✐♠✐③❛ ✐♦♥ ♠❡ ❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❛♣ ❡❞  ♦ ✧✇❛✐ ❛♥❞ (❡❡✧ ❞❡❝✐(✐♦♥(✿ ✐ ✐( ❝❛❧❧❡❞ ❆❞❥✉( ❛❜❧❡ ❘♦❜✉( 

❖♣ ✐♠✐③❛ ✐♦♥ ✭❇❡♥✲❚❛❧ ❡ ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❀ ❇❡♥✲ ❛❧ ❡ ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮✳ ■♥ ♦✉' ❝❛(❡ ✭✐♥ ❡'✲ ❡♠♣♦'❛❧ ♦♣ ✐♠✐③❛ ✐♦♥

✉♥❞❡' ♣❡'❢❡❝ ❢♦'❡(✐❣❤ ✮✱  ❤❡ ❞❡❝✐(✐♦♥ ❤❛(  ♦ ❜❡ ♠❛❞❡ ❜❡❢♦'❡  ❤❡ '❡❛❧✐③❛ ✐♦♥ ♦❢  ❤❡ ♣❛'❛♠❡ ❡'( ✐(

❦♥♦✇♥ ✭❤❡'❡ ❛♥❞ ♥♦✇ ❞❡❝✐(✐♦♥(✮✳ ❙✐♥❝❡  ❤❡ ✇❤♦❧❡ ♠♦❞❡❧ ✐( ✐♥ ❡'✲ ❡♠♣♦'❛❧✱ ✇❡ ♠✉( ❞✐(❝✉(( ❤♦✇

 ❤❡ ✉♥❝❡' ❛✐♥ ② ♣'♦♣❛❣❛ ❡(✳

■♥ ✇❤❛ ❢♦❧❧♦✇(✱ ✇❡ ✇✐❧❧ (❡❡ ❞✐✛❡'❡♥ ✇❛②( ♦❢ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ✉♥❝❡' ❛✐♥ ②  ♦ ♣'♦♣❛❣❛ ❡ ♦✈❡'  ✐♠❡✳

❆( ❛ ❣❡♥❡'❛❧ ✐♥ '♦❞✉❝ ✐♦♥✱ ✇❡ (❤❛❧❧ ❢♦'♠✉❧❛ ❡  ❤❡ ♦'✐❣✐♥❛❧ ▲R ♠♦❞❡❧ ✐♥ ✐ ( ✐♥ ❡'✲ ❡♠♣♦'❛❧ (❤❛♣❡

❛( ❢♦❧❧♦✇(✿

✭!✮ :





min
∑

t∈τ

∑
j∈J cj,txj,t

s.t. Ax ≤ b

x ∈ R
n
+, A ∈ R

m∗n
✭✽✮

✇❤❡'❡ τ = {T0, ...T} ✐(  ❤❡ (❡ ♦❢ ♠♦❞❡❧ ♣❡'✐♦❞( ❛♥❞ J = [1, N ]✱ ✇❤❡'❡ ◆ ✐(  ❤❡ ♥✉♠❜❡' ♦❢ ❝♦( 

♣❛'❛♠❡ ❡'(✳ ❲❡ ❛((✉♠❡ ♥♦✇  ❤❛ ✐♥ ❡❛❝❤ ♣❡'✐♦❞✱ (♦♠❡ ♦❢  ❤❡ ❝♦( ❝♦❡✣❝✐❡♥ ( ✇✐❧❧ ❜❡ ❛✛❡❝ ❡❞ ❜②

✉♥❝❡' ❛✐♥ ②✳ ❆( ❞✐(❝✉((❡❞ ✐♥ (❡❝ ✐♦♥ ✷✳✷✱ ✇❡ ✇✐(❤  ♦ ✐♥ '♦❞✉❝❡  ✇♦  ②♣❡( ♦❢ ✉♥❝❡' ❛✐♥ ②✱ ♦♥❡ ❜❡✐♥❣

'❡❧❛ ❡❞  ♦ ✧✈♦❧❛ ✐❧✐ ②✧ ✕ ✐♥  ❤❡ (❡♥(❡  ❤❛ ✐ (❤♦✉❧❞ ♥♦ ♣'♦♣❛❣❛ ❡ ♦✈❡'  ✐♠❡ ✕ ❛♥❞  ❤❡ (❡❝♦♥❞

♠♦'❡ ( '✉❝ ✉'❛❧✳

❲✐ ❤  ❤❡ ♥♦♥✲♣'♦♣❛❣❛ ✐✈❡ ✉♥❝❡' ❛✐♥ ②✱  ❤❡ ❝♦( ♣❛'❛♠❡ ❡'( ❛'❡ ❛❧❧♦✇❡❞  ♦ ❞❡✈✐❛ ❡ ❛ ❡❛❝❤ ♣❡'✐♦❞

❛'♦✉♥❞  ❤❡✐' ❡①♦❣❡♥♦✉(❧② ❞❡ ❡'♠✐♥❡❞ ♥♦♠✐♥❛❧ ✈❛❧✉❡✿ cj,t = cj,t + zj,tĉj,t✱ ✇✐ ❤ |zj,t| ≤ 1✳ ❚❤❡

F✉❡( ✐♦♥ ✐(  ❤❡♥ ❤♦✇  ♦ ❧✐♠✐  ❤❡ ♥✉♠❜❡' ♦❢ ❞❡✈✐❛ ✐♦♥( ♦✈❡'  ❤❡ ♠♦❞❡❧  ✐♠❡ ♣❡'✐♦❞✳ ❖♥❝❡ ❛❣❛✐♥✱

❞✐✛❡'❡♥ (♦❧✉ ✐♦♥( ❛'✐(❡✿ ✇❡ ❝❛♥ ❧✐♠✐  ❤❡ ♥✉♠❜❡' ♦❢ ❝♦( ( (✉❜❥❡❝  ♦ ✉♥❝❡' ❛✐♥ ② ❛ ❡❛❝❤  ✐♠❡

♣❡'✐♦❞ ♦'✱ ❢♦' ♦♥❡ ❣✐✈❡♥ ❝♦( ✱ ✇❡ ❝❛♥ ❧✐♠✐  ❤❡ ♥✉♠❜❡' ♦❢ ♣❡'✐♦❞( ✇❤❡'❡ ✐ ❝❛♥ ❞❡✈✐❛ ❡✳ ■♥  ❤❡

✜'( ❝❛(❡✱  ❤❡ ✉♥❝❡' ❛✐♥ ② ❜✉❞❣❡ ✇✐❧❧ ❜❡  ✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥ ✭

∑
j

|zj,t| ≤ Γt✮✱ ✐♥  ❤❡ (❡❝♦♥❞ ❝❛(❡✱  ❤❡

✉♥❝❡' ❛✐♥ ② ❜✉❞❣❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦( ❞❡♣❡♥❞❡♥ ✭

∑
t

|zj,t| ≤ Γj✮✳

❲✐ ❤ ♣'♦♣❛❣❛ ✐✈❡ ✉♥❝❡' ❛✐♥ ②✱ ✇❡ ❡①♣❡❝  ❤❛ ❝♦( ❞❡✈✐❛ ✐♦♥( ♦❜ ❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣❡'✐♦❞ ✇✐❧❧

❞✐✛✉(❡ ✐♥ ❧❛ ❡' ♦♥❡(✱ (✐♥❝❡  ❤❡② '❡✢❡❝ ❡✳❣✳ ❞❡❧❛②( ✐♥  ❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣'♦❣'❡((✱ ❡❝♦♥♦♠✐❡( ♦❢ (❝❛❧❡

❡ ❝✳✳✳ ■♥  ❤❛ (✐ ✉❛ ✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♥(✐❞❡'  ❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦'♠ ❢♦'  ❤❡ ❝♦( ❡F✉❛ ✐♦♥✿ cj,t = cj,t−1+zj,tĉj,t✱

✇✐ ❤ |zj,t| ≤ 1✳
■♥ ♣'❛❝ ✐❝❡✱ ♣'✐♠❛'② ❡♥❡'❣② ♣'✐❝❡( ♦'  ❤❡ ❝♦( ( ♦❢  ❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡( ♠❛② ❜❡ (✉❜❥❡❝  ♦  ❤❡  ✇♦  ②♣❡(

♦❢ ✉♥❝❡' ❛✐♥ ②❀ ❢♦'  ❤❡ (❛❦❡ ♦❢ (✐♠♣❧✐❝✐ ②✱  ❤❡ ♣'❡(❡♥ ( ✉❞② ❞✐( ✐♥❣✉✐(❤❡(  ❤❡  ✇♦✳ ❚❤❡'❡❢♦'❡✱ ✇❡

✐♥ '♦❞✉❝❡  ✇♦ (❡ ( ♦❢ ✉♥❝❡' ❛✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ (✱ J
{Un}
t ✇✐ ❤ Un = {NP,P}, t ∈ τ ✱ ✇❤❡'❡ {NP,P}

'❡❢❡'(  ♦  ❤❡ (✉❜(❡ ( ♦❢ ♥♦♥✲♣'♦♣❛❣❛ ✐✈❡ ♦' ♣'♦♣❛❣❛ ✐✈❡ ✉♥❝❡' ❛✐♥ ②✳ ❚❤❡(❡ (❡ ( ❛'❡ ✐♥❞❡①❡❞ ♦✈❡'

 ✐♠❡ ❛♥❞ ✐ (❡❡♠( ♥❛ ✉'❛❧  ♦ ❝♦♥(✐❞❡'  ❤❛  ❤❡ (❡ ♦❢ ♣♦ ❡♥ ✐❛❧ ✉♥❝❡' ❛✐♥ ♣❛'❛♠❡ ❡'( ✇✐❧❧ ❣'♦✇

♦✈❡'  ✐♠❡❀ ❛ ❧❡❛( ✱ ✐ (❤♦✉❧❞ ♥♦ ❜❡ '❡❞✉❝❡❞ ✭ ❤✐( ✇♦✉❧❞ ✐♠♣❧②  ❤❛ (♦♠❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ ( ❛'❡ ♠♦'❡

❝❡' ❛✐♥ ✐♥  ❤❡ ❧♦♥❣❡' '✉♥  ❤❛ ✐♥  ❤❡ (❤♦' ✲ ❡'♠✮✳ ■♥ ♦✉' ❝❛(❡✱ ✉♥❝❡' ❛✐♥ ② (❡ ( ❛'❡ (②♠♠❡ '✐❝❛❧

♣♦❧②❤❡❞'❛✱ J
{NP}
t := {ct ∈ R

n|∃zt ∈ [−1, 1]n,
∑

|zj,t| ≤ Γt, cj,t = ct + zj,tĉj,t} ✇❤❡'❡ ✉♥❝❡' ❛✐♥ ②

❜✉❞❣❡ ( ❛'❡  ✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥ (♦  ❤❛  ❤❡ ✧♥❛ ✉'❡ ❝♦♥ '♦❧✧ '❡✢❡❝ (  ❤❡ ❡✈♦❧✉ ✐♦♥ ♦❢  ❤❡ ✉♥❝❡' ❛✐♥ ②

(❡ (✳ ❇❛(❡❞ ♦♥  ❤❡ ♣'❡✈✐♦✉( ❛'❣✉♠❡♥ ✱ ✇❡ (❤❛❧❧ '❡❛(♦♥❛❜❧② ❛((✉♠❡  ❤❛  ❤❡ ✉♥❝❡' ❛✐♥ ② ❜✉❞❣❡ 

❣'♦✇( ♦✈❡'  ✐♠❡✱ (♦  ❤❛ Γt ≤ Γt′ , ∀t
′ ≥ t✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ✐♥ '♦❞✉❝❡  ❤❡ ♦♣ ✐♦♥ ♦❢ ✉(✐♥❣ ✕ ❜② (②♠♠❡ '②

✇✐ ❤ '❡(♣❡❝  ♦ Γt ✕ ❛ ♣'♦❝❡((✲❞❡♣❡♥❞❡♥ ✱ ✐♥ ❡'✲ ❡♠♣♦'❛❧ ✉♥❝❡' ❛✐♥ ② ❜✉❞❣❡ ✿ ✐ ❝♦♥(✐( ( ✐♥

✾



❝♦♥#$♦❧❧✐♥❣ #❤❡ ❛♠♦✉♥# ♦❢ ❛❞✈❡$0❡ ❡✈❡♥#0 #❤❛# ♠❛② ❛✛❡❝# ❛ ♣❛$#✐❝✉❧❛$ #❡❝❤♥♦❧♦❣② ❝♦0# ♦$ ♣$✐♠❛$②

❡♥❡$❣② ♣$✐❝❡ ✭Γj
✮ ♦✈❡$ #❤❡ ✇❤♦❧❡ #✐♠❡ ❤♦$✐③♦♥✳

❼ ❈❛0❡ ✶✿ ♥♦♥✲♣$♦♣❛❣❛#✐✈❡ ✉♥❝❡$#❛✐♥#②

■♥ #❤✐0 ❝❛0❡✱ #❤❡ ❞❡✈✐❛#✐♦♥ ♣$♦❜❧❡♠ ✐0 ✇$✐##❡♥ ❛0

✭!✮ :





max
z

∑
t∈τ

∑
j∈Jt

zj,tĉj,txj,t

s.t. zj,t ≤ 1, ∀(t, j) ∈ τ × JNP
t , (µj,t)∑

j∈Jt
zj,t ≤ Γt, ∀t ∈ τ, (λt)∑

t∈τ zj,t ≤ Γj , ∀j ∈ JNP
t , (λj)

xj,t ∈ R
+, ∀(j, t)

✭✾✮

❚❤❡ ❞✉❛❧ ✈❡$0✐♦♥ ♦❢ #❤✐0 ♣$♦❜❧❡♠ ✐0 #❤❡♥

✭!✮ :

{
min
µ,λ

∑
t∈τ Γtλt +

∑
j∈Jt

Γjλj +
∑

t∈τ

∑
j∈Jt

µj,t

s.t. µj,t + λt + λj ≥ ĉj,txj,t, ∀(t, j) ∈ τ × JNP
t , (zj,t)

✭✶✵✮

❍❡$❡✱ ✇❡ ✉0❡ #❤❡ #✇♦ ❦✐♥❞0 ♦❢ ✉♥❝❡$#❛✐♥#② ❜✉❞❣❡#0✱ ♦♥❡ ✐♥#❡$✲#❡♠♣♦$❛❧ ❛♥❞ ❝♦0# $❡❧❛#❡❞ ❛♥❞

♦♥❡ ♣❡$✐♦❞✐❝✳

❼ ❈❛0❡ ✷✿ ♣$♦♣❛❣❛#✐✈❡ ✉♥❝❡$#❛✐♥#② ■♥ #❤✐0 ❝❛0❡✱ ❛ ♣$♦❝❡00 ✇❤♦0❡ ❝♦0# ❝♦❡✣❝✐❡♥# ❞❡✈✐❛#❡0 ✐♥ ❛

❣✐✈❡♥ ♣❡$✐♦❞ ✇✐❧❧ ❧❡❛✈❡ ❛ ✧#$❛❝❡✧ ✐♥ ❡✈❡$② 0✉❜0❡H✉❡♥# ♣❡$✐♦❞✳ ❲❡ ✇$✐#❡ #❤❡ ♣$✐♠❛❧ ✈❡$0✐♦♥

♦❢ #❤❡ ❞❡✈✐❛#✐♦♥ ♣$♦❜❧❡♠ ❛0

✭!✮ :





max
z

∑
t∈τ

∑
j∈Jt

∑
t′≤t zj,t′ ĉj,t′xj,t

s.t. zj,t ≤ 1, ∀(t, j) ∈ τ × JP
t , (µj,t)∑

j∈Jt
zj,t ≤ Γt, ∀t ∈ τ, (λt)∑

t∈τ zj,t ≤ Γj , ∀j ∈ JP
t (λj)

xj,t ∈ R
+, ∀(j, t)

✭✶✶✮

❚❤✐0 ②✐❡❧❞0 #❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✉❛❧ ❢♦$♠✉❧❛#✐♦♥✿

✭!✮ :

{
min
µ,λ

∑
t∈τ Γtλt +

∑
j∈Jt

Γjλj +
∑

t∈τ

∑
j∈Jt

µj,t

s.t. µj,t + λt + λj ≥ ĉj,t
∑

t′≥t xj,t′ , ∀(t, j) ∈ τ × JNP
t , (zj,t)

✭✶✷✮

❚❤❡ ✜♥❛❧ ❝♦0#✲$♦❜✉0# ♣$♦❜❧❡♠ #❛❦❡0 #❤❡ ❢♦$♠ ✿

✭Prob✮ :





min
x,λ,µ

∑
t∈τ

∑
j∈J cj,txj,t +

∑
t∈τ Γtλt +

∑
j∈Jt

Γjλj +
∑

t∈τ

∑
j∈Jt

µj,t

s.t. Ax ≤ b

µj,t + λt + λj ≥ ĉj,txj,t, ∀(t, j) ∈ τ × JNP
t

µj,t + λt + λj ≥ ĉj,t
∑

t′≥t xj,t′ , ∀(t, j) ∈ τ × JP
t

x ∈ R
n
+, A ∈ R

m∗n

✭✶✸✮

✸✳ ■♠♣❧❡♠❡♥(❛(✐♦♥ ✐♥ ❛♥ ❡♥❡,❣②✲(,❛♥0♣♦,( 0②0(❡♠ ♠♦❞❡❧

✸✳✶✳ ▼■❘❊❚

■♥ #❤✐0 0❡❝#✐♦♥✱ ✇❡ ♣$❡0❡♥# ▼■❘❊❚✱ ❛ ❚■▼❊❙ ♠♦❞❡❧ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ■❋Q❊◆✳

❚■▼❊❙ ✭❚❤❡ ■♥#❡❣$❛#❡❞ ▼❆❘❑❆▲✲❊❋❖▼ ❙②0#❡♠✮ ✐0 ❛ #❡❝❤♥♦❧♦❣② $✐❝❤✱ ❜♦##♦♠✲✉♣ ♠♦❞❡❧ ❣❡♥❡$✲

❛#♦$✱ ✇❤✐❝❤ ✉0❡0 ❧✐♥❡❛$✲♣$♦❣$❛♠♠✐♥❣ #♦ ♣$♦❞✉❝❡ ❛ ❧❡❛0#✲❝♦0# ❡♥❡$❣② 0②0#❡♠✱ ♦♣#✐♠✐③❡❞ ❛❝❝♦$❞✐♥❣

✶✵





❼ ❛ ♣"✐♠❛"② ❡♥❡"❣② )✉♣♣❧② ❜❧♦❝❦✿ ✐♥❝❧✉❞❡+ ✐♠♣♦./❡❞ ❢♦++✐❧ ❡♥❡.❣② ✭❝.✉❞❡ ♦✐❧✱ ❝♦❛❧✱ ♥❛/✉.❛❧

❣❛+✮✱ ❜✐♦♠❛++ ✭+/❛.❝❤ ❝.♦♣+ ✕ ✇❤❡❛/✱ ❝♦.♥❀ +✉❣❛. ❝.♦♣+ ✕ +✉❣❛. ❜❡❡/❀ ♦✐❧ ❝.♦♣+ ✕ .❛♣❡+❡❡❞✱

+✉♥✢♦✇❡.❀ ❧✐❣♥♦❝❡❧❧✉❧♦+✐❝ ❜✐♦♠❛++ ✕ ❢♦.❡+/ ✇♦♦❞✱ ❝.♦♣ .❡+✐❞✉❡+✱ ❞❡❞✐❝❛/❡❞ ❡♥❡.❣② ❝.♦♣+✮❀

❼ ❛♥ ❡♥❡"❣② ,❡❝❤♥♦❧♦❣② ❜❧♦❝❦✱ ✇❤♦+❡ /❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡+ /.❛♥+❢♦.♠ ♣.✐♠❛.② ❡♥❡.❣② ✐♥/♦ ❡♥❡.❣② ✈❡❝✲

/♦.+ ❛♥❞ ❡♥❡.❣② +❡.✈✐❝❡+✿ ✐/ ✐♥❝❧✉❞❡+ ♦✐❧ .❡✜♥✐♥❣ ✭+❡❡ ♥❡①/ +❡❝/✐♦♥✮✱ ❜✐♦❢✉❡❧ ✉♥✐/+ ✭✜.+/ ❣❡♥✲

❡.❛/✐♦♥ ✕ ❡/❤❛♥♦❧✱ ❋❆▼❊ ✱ ❍❱❖ ❀ +❡❝♦♥❞ ❣❡♥❡.❛/✐♦♥ ✕ ❡/❤❛♥♦❧ ❛♥❞ +②♥/❤❡/✐❝ ❋❚✲❉✐❡+❡❧✮✱

❡❧❡❝/.✐❝✐/② ❣❡♥❡.❛/✐♦♥ ✭♣♦✇❡. ♣❧❛♥/+ ✕ ❛❧❧ /❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡+❀ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❤❡❛/ ❛♥❞ ♣♦✇❡.✮✱ ♣.❡♣❛.❛✲

/✐♦♥ ♦❢ ❢✉❡❧+ ❢♦. /.❛♥+♣♦./ ❛/ ❜❧❡♥❞✐♥❣ ✭❞✐❡+❡❧✱ ❜✐♦❞✐❡+❡❧ ❇✸✵✱ ❣❛+♦❧✐♥❡ ❣.❛❞❡+ ❊✺ ❛♥❞ ❊✶✵ ❛♥❞

❊✽✺✱ ❥❡/ ❢✉❡❧ ✕ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❢♦++✐❧ ❛♥❞ ❜✐♦ ❜❛+❡+✮✱ ❛♥❞ ❡♥❞✲✉+❡ /❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡+ ❢♦. .♦❛❞ ♠♦❜✐❧✐/②

✭♣❡.+♦♥❛❧ ✈❡❤✐❝❧❡+ ❛♥❞ ▲✐❣❤/ ✕ /❤❡.♠❛❧✱ ❤②❜.✐❞✱ ♣❧✉❣✲✐♥ ❤②❜.✐❞ ✴ ❣❛+♦❧✐♥❡✱ ❞✐❡+❡❧✱ ♥❛/✉.❛❧

❣❛+✱ ✢❡①❢✉❡❧✱ ❡❧❡❝/.✐❝ ❝❛.+❀ ❜✉+❡+ ❛♥❞ /.✉❝❦+ ✕ /❤❡.♠❛❧✱ ❤②❜.✐❞ ✴ ❣❛+♦❧✐♥❡✱ ❞✐❡+❡❧✱ ❜✐♦❞✐❡+❡❧✮❀

❼ ❛ ✜♥❛❧ ❡♥❡"❣② ✴ ❡♥❡"❣② )❡"✈✐❝❡) ❞❡♠❛♥❞ ❜❧♦❝❦✿ ❊❧❡❝/.✐❝✐/② ❞❡♠❛♥❞ ❜② /✐♠❡ ♣❡.✐♦❞ ✭❢♦✉. ❞❛②+

.❡♣.❡+❡♥/✐♥❣ ❡❛❝❤ +❡❛+♦♥✱ /❤❡ ♣♦✇❡. ❧♦❛❞ ❜❡✐♥❣ ❤♦✉.❧② ❞❡+❝.✐❜❡❞ ❢♦. ❡❛❝❤ ♦❢ /❤❡+❡ ❞❛②+✮✱

♠♦❜✐❧✐/② ❞❡♠❛♥❞+ ✭+❤♦./ ❛♥❞ ❧♦♥❣ ❞✐+/❛♥❝❡ ❢♦. ♣❛++❡♥❣❡. ✈❡❤✐❝❧❡+ ❛♥❞ ❜✉+❡+✱ /.❛✣❝ ❢♦. ▲❯❱✱

❞❡♠❛♥❞ ❢♦. ❢.❡✐❣❤/ ♠♦❜✐❧✐/②✮✱ ❞❡♠❛♥❞+ ❢♦. ❡①♣♦./❡❞ ♣.♦❞✉❝/+ ✭♦✐❧ ♣.♦❞✉❝/+✱ ❡❧❡❝/.✐❝✐/②✮❀

❼ ❛ ♣♦❧✐❝② ❜❧♦❝❦✿ ✐♥❝❧✉❞❡+ ♠❡❛+✉.❡+ ❛♥❞ ❝♦♥+/.❛✐♥/+ ♦❢ +❡✈❡.❛❧ /②♣❡+ ❛✛❡❝/✐♥❣ ❛❧❧ +❡❝/♦.+✳

❙♦♠❡ ❛.❡ ♦❢ ♠✐❝.♦+❝♦♣✐❝ ♥❛/✉.❡✱ +✉❝❤ ❛+ W✉❛❧✐/② ♥♦.♠+ ❢♦. .❡✜♥❡.② ♣.♦❞✉❝/+✱ ♥✉♠❜❡. ♦❢

❢✉♥❝/✐♦♥✐♥❣ ❤♦✉.+ ♦❢ ❢✉❡❧ /✉.❜✐♥❡+ ♣♦✇❡. ♣❧❛♥/+✱ ❡/❝✳ ❙♦♠❡ ❛.❡ ♠❛❝.♦+❝♦♣✐❝ ✐♥ ♥❛/✉.❡✱ ❡✳❣✳

+❡❝/♦.❛❧ ❝❛.❜♦♥ /❛①✳

❇❛"✐❝ ❢♦'♠❛❧✐"♠

❚❤❡ ♦❜❥❡❝/✐✈❡ ❢✉♥❝/✐♦♥ ♦❢ /❤❡ ✉♥❞❡.❧②✐♥❣ ❧✐♥❡❛. ♣.♦❣.❛♠ /❛❦❡+ /❤❡ ❢♦.♠✿

OBJ =
∑

t∈periods

(1 + disctt)
2007−tTotCostst

✇❤❡.❡ disctt ✐+ /❤❡ ❞✐+❝♦✉♥/ .❛/❡✳ ■/ ✐+ +✐♠♣❧② /❤❡ ❞✐+❝♦✉♥/❡❞ +✉♠ ♦❢ /❤❡ /♦/❛❧ ❛♥♥✉❛❧ ❝♦+/+

✭TotCosts✮✱ /❤❡ ♠❛✐♥ ♦♥❡+ ❜❡✐♥❣✿ ❛♥♥✉❛❧✐③❡❞ ❝❛♣✐/❛❧ ❝♦+/+ ❞✉❡ /♦ ✐♥✈❡+/♠❡♥/+ ✐♥ ♥❡✇ ♣.♦❝❡++❡+✱

❞❡❝♦♠♠✐++✐♦♥✐♥❣ ❝♦+/+✱ ✜① ❝♦+/+✱ ✈❛.✐❛❜❧❡ ❝♦+/+ ❛♥❞ /❛① ❛♥❞ +✉❜+✐❞✐❡+✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡❛. ♣.♦❣.❛♠ P ✐+

❛+ ❢♦❧❧♦✇+✿

(P ) =





♠✐♥ ❝

Tx

)✳❝✳

Ax ≥ b (y)
Tx = 0 (τ)
Kx ≤ k (λ)
Qx ≤ q (ω)
Sx ≤ s (σ)
x ≥ 0

c ✐+ /❤❡ ❝♦❧✉♠♥ ✈❡❝/♦. ♦❢ ❛❧❧ ❞✐+❝♦✉♥/❡❞ ✉♥✐/ ❝♦+/+✳ x ✐+ /❤❡ ✈❡❝/♦. ♦❢ ❞❡❝✐+✐♦♥ ✈❛.✐❛❜❧❡+✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣

/❤❡ ✐♥✈❡+/♠❡♥/+ ❛♥❞ ❡♥❡.❣② ✢♦✇+✱ ❛♥❞ ❡♠✐++✐♦♥+ ✐♥/♦ /❤❡ ❡♥✈✐.♦♥♠❡♥/ ❛/ ❡❛❝❤ ♣❡.✐♦❞✳ ❚❤❡

❝♦♥+/.❛✐♥/+ Ax ≥ b ❝♦..❡+♣♦♥❞ /♦ /❤❡ ✜♥❛❧ ❞❡♠❛♥❞+ ♦❢ ❡♥❡.❣② ❛♥❞ ❡♥❡.❣② +❡.✈✐❝❡+ /♦ ❜❡ +❛/✐+✜❡❞✳

❚❤❡ ❡W✉❛/✐♦♥ +❡/ Tx = 0 ❞❡+❝.✐❜❡+ /❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥/❛❧ ✐♥♣✉/✲♦✉/♣✉/ .❡❧❛/✐♦♥+❤✐♣+ ♦❢ ❡❛❝❤ /❡❝❤♥♦❧♦❣②✱

♥❛♠❡❧② /❤❡ ♠❛++ ♦. ❡♥❡.❣② ❜❛❧❛♥❝❡ ♦❢ ❡❛❝❤ /❡❝❤♥♦❧♦❣②✳ ❚❤❡ +❡/ Kx ≤ k ✐♥❝❧✉❞❡+ ❛❧❧ ❝❛♣❛❝✐/②

❝♦♥+/.❛✐♥/+✱ ❡✐/❤❡. /❡❝❤♥♦❧♦❣② ♦. .❡+♦✉.❝❡ ❜❛+❡❞✳ ❋♦. ❡①❛♠♣❧❡✱ ✭✐✮ /❤❡ ❡❧❡❝/.✐❝✐/② ♣.♦❞✉❝❡❞ ❜②

❛ ❣✐✈❡♥ /❡❝❤♥♦❧♦❣② ✐+ ❧✐♠✐/❡❞ ❜② /❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛/✐♦♥ ♦❢ /❤❡ +/♦❝❦ ✐♥+/❛❧❧❡❞ ❛♥❞ +❡❛+♦♥❛❧ ♦. ❤♦✉.❧②

❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐/② ❢❛❝/♦.+✱ ✭✐✐✮ /❤❡ ✉+❡ ♦❢ +❝❛.❝❡ .❡+♦✉.❝❡+✱ ❡✳❣✳ ✇♦♦❞② ❜✐♦♠❛++✱ ❛.❡ ❧✐♠✐/❡❞ ❢♦. ✉+❡ ❢♦.

♣♦✇❡.✱ ❤❡❛/✱ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❤❡❛/ ❛♥❞ ♣♦✇❡. ❛♥❞ ❜✐♦❢✉❡❧+ ♣.♦❞✉❝/✐♦♥✳ Qx ≤ q ❛❝❝♦✉♥/+ ❢♦. /❤❡ W✉❛❧✐/②

✶✷



Sx ≤ s



❝♦✉♥$%✐❡(✱ ❇%❛③✐❧✱ ❘✉((✐❛ ✳✳✳✮ $♦ ♠❛✐♥$❛✐♥ ♣♦❧✐$✐❝❛❧ ($❛❜✐❧✐$②✱ ❛♥❞ ❛ ❢❛✈♦%❛❜❧❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ✐♥✈❡($♠❡♥$

❛♥❞ ❞✐✈❡%(✐✜❝❛$✐♦♥ ♣%♦❝❡(( ❞❡(♣✐$❡ $❤❡ ($%♦♥❣ ❝♦❧❧❛♣(❡ ♦❢ ♦✐❧ %❡✈❡♥✉❡(✳ ❖♥ $❤❡ ❞❡♠❛♥❞ (✐❞❡✱ $✇♦

❦❡② ❛((✉♠♣$✐♦♥( ✇✐❧❧ (❤❛♣❡ $❤✐( (❝❡♥❛%✐♦✿ ✐♥$❡%♥❛$✐♦♥❛❧ ❣%♦✇$❤ ♣❛$❤✇❛②( ❛♥❞ (✉❜(✐❞② %❡❢♦%♠(

✐♠♣❧❡♠❡♥$❛$✐♦♥✳ ❚❤❡ ❧♦✇ ♦✐❧ ♣%✐❝❡ (❝❡♥❛%✐♦ ✐( ❜❛(❡❞ ♦♥ ❛ ♣%♦❣%❡((✐✈❡ ❧♦✇❡%✐♥❣ ♦❢ ✇♦%❧❞ ❡❝♦♥♦♠✐❝
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❞❡♠❛♥❞ ✇✐❧❧ ♥♦$ %❡❝♦%❞ ❛♥② ♠❛❥♦% %❡❜♦✉♥❞ ❛♥❞ ✇✐❧❧ %❡♠❛✐♥ ❛$ ❛%♦✉♥❞ ✶✵✵✲✶✵✺ ♠✐❧❧✐♦♥ ❜♣❞ ✐♥
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$❤❡ ✶✾✾✼ ❆(✐❛♥ ❝%✐(✐(✱ ❡①♣❧♦%❛$✐♦♥ ❜✉❞❣❡$( ♦❢ ■❖❈ ❛♥❞ ◆❖❈ ❤❛❞ ❜❡❡♥ %❡❞✉❝❡❞ ❞%❛($✐❝❛❧❧② ❜❡❢♦%❡

$❤❡ %✐(❡ ✐♥ ✷✵✵✹✱ $✇♦ ②❡❛%( ❛❢$❡% $❤❡ %❡❜♦✉♥❞ ✐♥ ❣❧♦❜❛❧ ❞❡♠❛♥❞✳

■♥ ♣❛%❛❧❧❡❧✱ ❖[❊❈ ♠❡♠❜❡%( %❡❛❧✐③❡ $❤❛$ $❤❡ ♦♣❡♥ ✈❛❧✈❡ ($%❛$❡❣② ♣✉$ ✐♥ ♣❧❛❝❡ ✐♥ ✷✵✶✹ ❞♦❡( ♥♦$

❡♥(✉%❡ ❛ (✉($❛✐♥❛❜❧❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥$✱ ❛♥❞ $❤✉( ❞❡❝✐❞❡ $♦ ❡♥❞ $❤✐( ♠❛%❦❡$ (❤❛%❡ ❣❛✐♥( ♣♦❧✐❝②

✇✐$❤ $❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥$❛$✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥❡✇ ❛❣%❡❡♠❡♥$ ♦♥ $❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣%♦❞✉❝$✐♦♥ ✇✐$❤✐♥ $❤❡ ♦%❣❛♥✐③❛$✐♦♥✳

❚❤❡(❡ ❢❛❝$♦%( ✲ ❝②❝❧✐❝ (❤✐❢$ ✐♥✈❡($♠❡♥$ ❛♥❞ ♣%♦❞✉❝$✐♦♥ ❛❣%❡❡♠❡♥$ ✐♥ $❤❡ ❖[❊[ ✲ %❡($%✐❝$ $❤❡

♣♦((✐❜✐❧✐$✐❡( ♦❢ ❛ (❤❛%♣ %❡❜♦✉♥❞ ✐♥ ♦✐❧ (✉♣♣❧②✳

❖♥ $❤❡ ❞❡♠❛♥❞ (✐❞❡✱ ✇♦%❧❞ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❣%♦✇$❤ %❡❝♦✈❡%( $♦ ❛ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ✭❛%♦✉♥❞ ✹✪✮✱ ✇✐$❤ ❛ ($%♦♥❣

❛❝❝❡❧❡%❛$✐♦♥ ✐♥ ■♥❞✐❛✱ ❛♥❞ ✐♥ $❤❡ ♥❡✇ ❡♠❡%❣✐♥❣ ❝♦✉♥$%✐❡( ✐♥ ❆❢%✐❝❛ ❛♥❞ ▲❛$✐♥ ❆♠❡%✐❝❛✳ ❈❤✐♥❛

❝♦♥$✐♥✉❡( $♦ (❧♦✇ ❞♦✇♥ ❛♥❞ ♦♣❡%❛$❡( ✐$( $%❛♥(✐$✐♦♥ $♦ ❛ ❧♦✇ ❝❛%❜♦♥ ❡❝♦♥♦♠②✱ ❜✉$ ✐$( ❡❝♦♥♦♠✐❝

❛♥❞ ❞❡♠♦❣%❛♣❤✐❝ ✇❡✐❣❤$ ($✐❧❧ ❝♦♥$✐♥✉❡( $♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡ $❤❡ ✇♦%❧❞ ♦✐❧ ❞❡♠❛♥❞✳

❚❤❡ (❡❝♦♥❞ ❞✐♠❡♥(✐♦♥ ❝♦♥(✐❞❡%( ✷ ❛❧$❡%♥❛$❡ ♠✐❞❞❧❡ $❡%♠ ♠✐$✐❣❛$✐♦♥ $❛%❣❡$( ❢♦% $❤❡ ❋%❡♥❝❤ $%❛♥(✲

♣♦%$❛$✐♦♥ (❡❝$♦%✳ ❚❤❡ ✷ $❛%❣❡$( ❛✐♠ ❛$ %❡✢❡❝$✐♥❣ ✐♥ ❛ (✐♠♣❧✐✜❡❞ ✇❛② $❤❡ ❤✉❣❡ (♦❝✐❡$❛❧ ❛♥❞ ♣♦❧✐$✐❝❛❧
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